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НАЧАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 

ВвеДЕНТГЕ. 

1. Пространство безпредфльное и ограниченное.—Три рода протяжен!й: объемы, 
поверхности и лин1и.—Предметъ Геометрии.— Прямая лин!я; иприписываемыя ей 

свойства; ея измёреше.— Плоскость.—Разд$лене Начальной Геометри. 

5 1. Всякое тЪло занимаетъ опред$ленную часть безпре- 
дфльнаго пространства. 

Часть безпредфльнаго пространства, занимаемая тфломъ, на- 
зывается ето объемом» или чеометрическимь ттъломь. 

в 2. Всякое тфло имфетъ границы или преджяы, въ ко- 
торые оно заключено. Эти границы называются поверхностями, 
И такъ, поверхностью тльла называется предъль или зра- 
ница, которая отдъляеть ею обземь отз остальналю безпре- 
дъльнало пространства. 

$ 3. Поверхности тфла имфютъ также границы, именно тв 
мфета, въ которыхъ ветрфчаются между собою части поверх- 
ности одного и того же тфла, и называются лижями. Поэтому 
линмею называется мъсто встуъчи двухь поверхностей. 

$ 4. Лаши имфють также границы: это т предфлы, въ 
воторыхъ лиюми встрфчаются одна еъ другою, и называются 
точками. Поэтому точкою называется мъсто встртъчи двух 
лини. 

$ 5. Величина лини зависить только отъ ея длины; ширины 
она вовсе не имфеть; поэтому говорятъ, что лия имъетз одно 
только измпренер—в5 длину. 

Величина поверхности зависить отъ ея длины и тарины, 
т. е. поверхность имтъетз два измъреня —въ длину и ширину. 
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Обземз импетз три измтремя: длину, ширину и высоту 
или глубину. 

Обземы, поверхности и лини называются протяженлями. 
Эти три рода протяженй, т. е. лини, поверхности и объ- 

емы тфлъ, можно разематривать независимо одно отъ другого. 
Наприм%ръ, желал знать вывоту амбара, вовсе нфтъ надобности 
обращать внимаше на его ллину и ширину; наоборъ, желая 
вычислить чиело досокъ для настилки пола въ амбарЪ, не для 
чего брать во вниман!е высоты его, потому что величина пола, 
т. е. поверхность, зависитъ только отъ длины и ширины ам- 
бара. Когда же понадобится узнать количество овса, выфщаю- 
щагосл въ амбар, тогда разематривастся объемъ, потому что. 
количество овса будетъ въ зависимости отъ длины, ширины и 
высоты амбара. 

6. Свойства протяжени и способы измъреня итз со- 
ставляютз предмет» Геометрли. 

Для простоты, разематриваютъ лини независимо отъ поверх- 
ностей, а поверхности независимо отъ объемовъ. При этомъ на- 
добно твердо помнить, что лини и поверхности, разематривае- 
мыя какъ сейчасъ сказано, т.е. независимо отъ тфла, можно 
представлять только въ воображенш, и елфдовательно лини, иро- 

водимыя на бумагё или доскЪ, не, составляютъ дЪйствительныхъ, 
лин!й; въ самомъ дфл, какъ бы тонко ни проведена была черта 
карандашемъ, она имфетъ, кромф длины, ширину и толстоту; 
слфдовалтельно эта черта есть тфло, и отнюдь не геометриче- 
ское ТФло, потому что оно состоитъ изъ вещества, именно гра- 
фита; геометрическое же тфло или объемъ есть только простран-. 
ство, занимаемое тфломъ. Тоже надобно сказать и о точкЪ, озна- 
чаемой на доскз или на бумаг. 

$ ФТ. Веяюй повимаетъ, что такое прямая ливя: изобра- 
женемъь ел можеть служить ребро врной линейки. Каждый 
убЪжденъ и въ томъ, что ирямая лишя есть кратчаншее раз- 
стояще между двумя точками. 

Истина, сама по себ очевидная, называетсл аксомою. 
Относительно прямой линш, мы принимаемъ за акйомы 

слфдующия ея свойства: 

АКСомА 4-Я. 

$ 8. Прямая линая есть кратчаииее разстояще между 
двумя почками. 
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АкстомА 2-Я. 

$ 9. Между двумя точками можно провесть только одну 
прямую линлю. 

ПреДлоОЖЕНИЕ *). 

$ 10. Деь прямыя лищи, импюция двъ обийя точки, 
сливаются на всемз своемз протяжении, т. е. составляютз одну 
прямую линю. 

Фиг. ‘1-2. 

В Е 2 

ХА вс = 
——— 

к Ра 7) 
` 

Пусть даны двЪ прямыя линш, одна ХУ, другая ху. Пере- 
ифетимъ прямую линю ху на прямую линю ХУ и положимъ, что 
точки аи первой лини соотвфтетвенно совпали СЪ точками 
А и Б второй лини. Въ этомъ смысл и говорятъ, что двф прямыя 
лини имЪютъ двф общ1я точки. 06$ прямых лини между точками 

Аи В сольются, потому что между двумя точками А и В можно 
провесть только одну прямую (см. 8 9). 

Остаетсл доказать, что 00$ прямыя сольются и за точками 
Аи В. Допустимъ, что въ какой нибудь точкф С 06% лиши 
расходятся, такъ что ху приметъ положене АВСЯ. Станемъ обра- 
щать эту линю на точкф „4 такъ, чтобы одна изъ ея точекъ, 
напр. Ё, упала на прамую АВСУ, наприм*ръ въ точку О. При 
этомъ движени, вс точки прямой АВСЕ, кром$ А, перемфс- 
тятся, и т% изъ нихъ, которыл находились на прямой АВСШ, 
отдфлятея отъ этой лини; и потому между точками 4 и ДО по- 
лучатся двф прямыл лаши, что противно акоомф 2-й. Такое 

невфрное завлючене получено вслфдетв!е предположеня, что 
прамыя лини ХУи 29, вм$л лвф общля точки А и В, разош- 
лись; отсюда заключаемъ, что предположене, будто прямыя 
разошлись въ точкВ С, не вфрно, и слВдовательно необходимо 
допустить, что онф сливаются въ одву прямую линуо. 

*) Предложеше или теорема есть истииа, въ справедливости которой убфж- 
даемся рядомь суждений. 
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$ 1]. Слъдетве. Двумя точками опредъляется положе- 
не прямой лини. 

И одЬйствительно, если вообразимъ, что черезъ дв точви 
проведена сперва одна прямая лишя, а потомъ другая, то эти 
дв% прямыя лиюи будутъ имфть двф общая точки, а мы сей- 
часъ доказали, что двф прямыя, имфюпия двф обшя точки, 
составляютъ одну прямую линю. 

Примъчаще. Очевидно, что черезъ одну какую нибудь точку 
можно провесть множество прямыхъ лин, слёдовательно одна 
точка не опредфляетъ положен!я прямой линии. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 12. Деъ различныя прямыя лини моиутз имтъть только 
одну общую точку. 

_Дйствительно, еслибъ эти лиши имфли другую общую точку, 
то, на основати предъидущаго предложеня, онф совифетились 
бы и составили одну прямую линю, а не двф различныя прямыя 
лини, какъ это дано по условию. 

Двз пряиыя лини, имфющая одну тозько общую точву, на- 
зываются пересккающимися прямыми линями. 

$ 18. Разстоян!е между двумя точками есть опредфленная 

величина, которую можно изм$рить. Съ этою цфлью берутъ еди- 
ничную мъру длины, наприм$ръ аршинз, и укладываютъ его на 
измфряемую прямую лин!о: если аршинъ уложится ровное число 
разъ, напр. 3 раза, то величина прямой равна 3-мъ аршинаиъ. 
Если жеаршинъ уложится неровное число разъ, напримфръ 3 раза 
съ остаткомъ, то величину этото остатка опредфляютъ числомъ 
вершков5; съ этою цфлью приставляютъ къ остатку аршинъ, 
раздфленный на вершки: пусть этотъ остатокъ содержитъ ровно 
1 вершковъ; тогда величина прямой равна З-мъ аршинамъ +“ 
вершковъ. Если же остатокъ не содержитъ въ себф ровное число 
вершковъ, а напримЪфръ 7 вершковъ съ остаткомъ, то этотъ послфд- 
н1й остатокъ опредёляютЪ въ частяхъ вершка, прикинувъ къ нему 
вершокъ, разд$ленный на равныя части: если онъ занимаетъ 3 части 
вершка, раздфленнаго на 4 равныя части, го онъ равенъ */ вершка, 
а вся линия 3 арш.--73/а вершка. 

Примтъчате. Величина прямой лиши между двуия точками, 
выраженная въ линейной единиц, называется длиною прямой 
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лини. Если, говоря о прямой линш, ничего не сказано объ ея 
длинть, то надобно разум$ть эту прямую линю, продолженною 
неопредфленно въ 0бф стороны. 

ДвЪ прямыя лиюи называются равными, если при наложе- 
ни, одной на другую, концы ихъ совифщаются. 

$ 14. Ломанною линзею называется посл довательное соеди- 

Фиг. 2-я. 

а А й 

В Ир) 

нене нфеколькихъ прамыхъ. Напр. АВСОЕ есть ломанная линия; 
она состоитъ изъ пряиыхъ АВ, ВС, СГ.и ПЕ. 

$ 15. Еривою линлею называется всякая лин!я ие прямая и 

Фаг. 3-я. 

р 
А > 

не состоящая изъ прямыхъ линй. Напр. АВС, ЕШЕ, СТ суть 
кривыя лини. 

$ 16. Между двумя точками, какъ извфстно, можно ировесть 
только одну прямую (см. $ 9); ломанныхь же и кривыхъ лин1й 
можно провести сколько угодно; самая меньшая изъ этихъ лин! 
будетъ прямая, потому что прямая лин!я есть кратчайшее разетоян1е 
между двумя точками (см. 6 8). 

$ 17. Плоскость есть повертность такою свойства, что 
прямыя лини, проведенныя через всямя де ея точки, всъми 
своими точками лежатз на этой поверхности *). 

*) Поэтому, чтобы удостовфриться, дфйствительно ли поверхность тфла есть 
плоскость, надобно прикладывать къ ней край вфрной линейки, вь разныхъ на- 
правленахъ, и смотр$ть, везд зи ребро илотне прилегаетъ къ поверхности. 
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Говоря о плоскости, надобно разумфть, что она продолжена во 
веф стороны сколько угодно, безконечно. 

Изъ предъидущаго опредзленя слЗдуетъ, что прямая линия, 
проведенная черезъ какля нибудь двф точки, взятыя на илоскости, 
на всемъ своемъ протяжеши совифщается съ плоскостью. 

$ 18. Всякая поверхность, не прямая и не состоящая изъ пря- 
мыхъ поверхностей, называется кривою повертноотью. 

$ 19. Начальная Геометрия раздфляется на двф части: Гео- 
метрая на плоскости, Планиметря, разсматривающая протя- 
женя, находящуясл въ одной плоскости, и Геометрая вз простран- 

ствъ, Стереометуля, въ которой разсматриваются протяженля не 
совифщающияся съ плоскостью, вакъ напримЪръ объемы. 
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ГЕОМЕТРТЯ НА ПЛОСКОСТИ. 
(ПЛАНИМЕТРИЯ). 

ОТДЪЛТ ПЕРВЫЙ. 

Углы, лини перпендикулярныя, наклонныя и параллельныя. 

2. Уголъ; сравневе, сложев!е и вычитан!е угловъ.—Углы смежные. Прямой 
уголъ, перпендикуляръ, лин!я наклонная.—Сумиа угловъ по одну сторону пря- 
мой.—Углы: острый, прямой, дополнительный до одного и до двухъ прямыхъ.— 
‘Сумма угловъ около точки.— Равенство противоположныхъ угловъ.—Обратное 

предложенте. 

$ 20. Вообразимъ, что на плоскости проведены двЪ прямыя 
лини АВ и СО, которыя пересфкаются въ точкЪ О; какъ лини, 

такъ и плоскость надобно представлять неопре- 
дфленно продолженными. Эти двЪ пересЖкаю- 

= В щяся прямыя лиши раздёляють плоскость на 
0. четыре части: одна изъ нихъ будеть заклю- 

чаться между прямыми ОВ и ОШ, другая — 
между прямыми ОВ и ОС, третья — между ОС и ОЛ, четвер- 
тая — между ОА и ОО. Каждая изъ этихъ частей называется 
9/4л0мд. 

И такъ, /дломз называется неопредъленная часть плоскости 
между двумя переськающимися прямыми, озраниченными в5 и 

эпочкь переспченя. Эта точка называется вершиною угла, а 0бЪ 

прамыя — боками или сторонамиего. Поэтому точка О — вершина 
угла ВОЛ; ОВ и ОГ — ето бока. Уголъ обыкновенно означается 
тремя буквами, написанными сряду, такимъ образомъ, что вер- 

шинная буква ставится всегда въ еередин$; по- 
этому уголь читается такъ: ВОШ или РОВ. 

- Если при вершин% находится только одинъ уголъ, 
то короче будетъ назвать его только одною вер- 

0 ————_р пшинною буквою, т. е. вифето угла ВОД сказать 
уголъ О. 

Фиг. 4-я. 

Фиг. 5-я, 
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Прим. Для краткости, чтобы озназить уголь часто употре- 
бляютъ знакъ /; тавъ, вифсто уголь ВОО, пишуть ( ВОО. 

$ 21. Если назначииъ какую нибудь точку 4” (фиг. 6) въ 
угл» АОВ и соединимъ ее съ вершиною О, то получимъ два новые 

угла А”ОАи А”ОВ; каждый 
изъ этихъ угловъ составляетъ 

°„ Часть угла АОВ. Если бы внутри 
А. А А”ОА вазначили какую нибудь 

0571 во точку и соединили ее еъ верши- 
ною 0, то получили бы два угла, 

изъ которыхъ каждый составлялъ бы часть угла А”ОЛ, и вмфет% 
съ твиъ онъ былъ бы частью угла 4ОВит. д. Отеюда заключаемъ, 

что всяюй уголъ можно представить себф состолщимъ изъ другихъ 
угловъ, составляющих его части; поэтому уголъ есть величина, 
потому что величиною называется все, что можно представить себ% 
состоящимъ изъ частей“). Такъ какъ всякая величина боле 
своей части, то имфемъ уголь / АОВ> /А’ОА, ДАОВ> 
[ А”ОВ. Уголь АОВ составляется изъ двухъ его частей: угла 
А”ОА и угла А”ОБ, слфдовательно уголь АОВ равенъ сумм% 
угловъ 4”ОА и А”ОВ, что можно выразить такъ: 

ДАОВ = А"ОА- 1 А”ОВ. 

6 22. Возьшенъ два угла АОВ, А’О’В’ (фиг. 7) и вообра- 
зимъ, что уголь 4’О’В’ перемфщенъ на уголь АОВ такъ, что 
вершина О’ совпала съ вершиною Ои бокъ О’А’ направленъ по 
боку 0.4; если при этомъ бокъ О’В’ приметъ направлеве (ной- 
детъ) шо боку ОВ, то угожъ А’О’В’ будетъ равенъ углу АОВ, 

говорятъ, что уголь 4'О’В 

Фит. 6-я. 

К > д совмъстился съ угломь АОВ. 
7” Поэтому два мула называются 

РР равными между собою, если 
р — бока одною ума совмьща- 

в 0 В ются с5 боками друюю уфла. 
Очевидно, что при совифщени боковъ двухъ угловъ необходимо 
совиуфщаются и вершины этихъ угловъ. 

Надо помнить, что бока угловъ всегда принимаются неопре- 

дЪленно продолженными, и что величина угла не зависитъ отъ 

*) См. Ариеметику Ф. Симашко, 5-е издане, 1885 г. 
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величины его боковъ; чертежъ показываетъ только направлене 

боковъ, а для этой цфли коротюй бокъ такъ же достаточенъ, 

КАвЪ И ДЛИННЫЙ. 

8 283. Чтобы еравнить два. угла АОВи А’О’В’ (фи. 6), т. е. 
узнать, будутъ ли они равные, или, въ случаЪ неравенства, кото- 
рый больше, — вообразимъ, чте уголъ .4’О’В’ перем щенъ ная АОВ 
такъ что вершина О’ совпала съ вертиною Ои бокъ О’В’—съ 
бокомъ ОБ: смотря по тому, гдф ляжетъ бовъ О’А’, внутри ли 
угла АОБ, или вн его, заключаемъ, что уголь 4’О’Б’, въ пер- 
вомъ случа, меньше угла АОВ, а во второмъ больше его; если 
же бокъ О’А’ совифетится съ бокомъ ОЛ, то углы АО’В’ и 
АОВ равны между собою. 

Въ этомъ состоить сравнене двухъ угловъ. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 24. Если на бокаль какою нибудь ума отложить отз 
вершины произвольныя части и тамя же части отложить 
отз вершины друзло ума, равнало первому, а точки отло- 
женмя соединить между собою вз каждомь умъ, то эти сое- 
диняюийя прямыя будуть равны между собою и с5 равными 
боками образуютз соотвътственно равные ублы. 

Пусть ([А=/ А’ (фиг. 8); отложимь АВ = А’В,АС= А’ 
и проведемъ пряныя ВБСи В’С’; надо доказать, что 

ВС=ВС’, [АВС=ИАВ Си [АСВ=ГАСВ.. 

ВИТ я. Наложинт уголъ А’ на уголъ А такъ, 
С чтобы вершина А’ совпадала съ верши- 

- ох ною А и бокъ А’В’ пошелъ бы по боку 
с х 4 В; по равенству АВ =А'В’, точка В’ 

—А: ”—__В` совпадаетъь съ точкою В; по равен- 
ству угловъ Аи 4’, бокъ А’С’ пой- 

С. детъ по боку АС, а по равенству 
. А’С’= АС, точка С’ совпадетъ съ точ- 

: р ‚ кою С. И такъ ковцы прямой В’С” 
—_—___$— 

совпали съ концами прямой ВС, сл?- 

довательно и самыя прямыя совмфетятся ($ 9), звачитъ ВС = В’С.. 
Углы АВС и А’В’С’ равны между собою потому, что ихъ вершины 
В’и В, а также и бока совмфетились; именно: вершина В’ 

находится въ В, бокъ ВА’ совмЪстился съ бокомъ ВА, и другой 
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бокъ В’С’ совпаль съ бокомъ ВС. Также объясняется, что 
[АСВ = / А’О’В’. 

$ 25. Два угла, и вообще ифеколько угловъ, можно соеди- 
нить въ одинъ уголъ. Пуеть требуется три угла АОВ, А’О’В’ 

и 4”О”В” соединить въ одинъ 
от „ толь. Перемфетииъь уголь 0’ 

р ый В такъ, чтобы вершина его совпадала 
7 А” бъвершиною О, абокъ О’А’‹ъ ОВ 

С угла АОВ; и пусть другой бокъ 
В а” в О’В’ ириметъ положене ОС такъ, 

6 р т. ‚ чт0 [ВОС=Д 0’. Явно, что 
РЕНА 

уголь АОС равенъ сумиЪ угловъ 
АОВи А’О’В’. ПеремЪстимъ уголъ О” такъ, чтобы его вершина О” 
и бокъ 0”А” совпали съ точкою О и прямою ОС, и пусть пругой 
бокъ 0”В” приметъ положене ОГ); слЪдовательно 4 СОр=ДС 0” 
Очевидно, что уголь АОД, равный суми$ угловъ 4ОВ, ВОСи 
СОФ, равевъ сумиЪ данныхъ угловъ АОВ, О’и О”, что можно 
НАПИСАТЬ ТАКЪ: 

АО0р=ГАОВ+ЕАОВ + Е А”0О”В” 

Въ этомъ состоитъ совокупленме или сложеще уловз. 

$26. Чтобы уголъ увеличить въ яфеколько разъ, поступаютъ 
какъ при сложени тгловъ; причемъ ве слагаемые будутъ равны 

данному углу. НапримЗръ, чтобы уголь АОВ 
(фиг. 10) увеличить въ два раза, чертятъ 

0 уголь ВОС, равный углу АОВ; получаютъ 
С уголь АОС, состолщай изъ суммы угловъ, 

р  Равныхь АОВ и ВОС; поэтому 
ГАОС=ЗГАОВ; 

-——_А значить уголь АОВ увеличенъ въ два 
раза. 

Фиг. 10-я. 

Чтобы уголь АОВ увеличить въ три раза, чертятъ на бокЪ 
ОС при вершин$ О уголь СОШ, равный данному углу АОВ; по- 
лучимъ уголь АОД, состоящий изъ трехъ угловъ, изъ которыхъ 
каждый равенъ данному углу АО В; сл$д. уголь АОр =3 1 АОВ, 
и такимъ образомъ уголь АОВ увеличенъ въ три раза и т. д. 
Въ этомъ состоитъ умножене улов. 



т а ЕЕ 

$ 27. Чтобы изъ угла АОВ вычесть уголь 4’О’В’, пере- 
мфетимъ уголь О’такъ, чтобы его 

ее - вершина и бокъ О’В’ совпали съ 
— в вершиною Ои бокомь ОВ угла 

р АОВ, и пусть другой бокъ О’А’ 
ПЕ. в ря ‚ приметь положене ОС; слфдова- 

А 0 тельно ( ВОС=( 0’; очевило, 
что уголь АОС составить разность между углами АОВ и 
А’О’Б’, что можно написать такъ: 

АОВ-ГАОВ’=ЕАОС. 

р $ 28. Если прякую ливю АВ ветрё- 
р члетъ Другая прямая ОС, не переходя за 

А < —__в точку пересфченшя О, то образуются два 
угла АОС и ВОС, которые называется 

смежными умами. 

а $ 29. Проведемъ прямую ливю АВ 
р бр и назначимъ на ней произвольную точку О, 

черезъ которую проведемъ прямую ОД въ 
произвольномъ направлен: получинъ два 
‘Межные угла АОД и ВОГ; положимъ, 

и 0 В что уголь АОГ больше угла РОВ. 

На прямой ОА, при точкф О, нанесемъ уголь ЛОР, равный 
углу ВОО; при чемъ замфтимъ, что прямая ОР пойдетъ въ угл 
АОЛ, потому что мы положили уголь АОД большимъ угла ВОР. 
Вообразимъ, что уголь ДОР прямою ОС раздЪленъ на двЪ равныя 
части; т.е. полагаемъ, чт0 Д СОР= СОШ. Понатно, что 

ДАО0С=А ВОС: 

дфйствительно, части одного угла порознь равны частямъ другого 
угла, именно: Д/Д АОР=и ВОО, [РОС= ООС. Отсюда 
заключаемъ, что прямая ОС’ соеставляетъь два равные смежные 
угла съ пряною АВ. И такъ, всегда можно вообразить такую 
прямую, которая съ другою прямою образуетъ два равные смеж- 
ные угла. Эти равные смежные углы АОС и ВОС называются 
прямыми умами, а лия ОС называется перпендикуляромз къ 

лини АВ. 
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И такъ, прямая линая называется перпендикулярною кз 
друюй прямой, если она составляетъ сз этою послъднею рав- 

ные смежные длы; лы же эти называются 
прямыми улами. Напримфръ, если лия АОВ 
прамая и ( АОС=АВОС, то прямая ОС перпен- 
дикулярна къ АВ, а углы АОС и ВОС — пря- 

Ао В мые углы. 

Точка О, составляющая пересчете перпен- 
дикуляра ОС съ прамою АВ, называется основанлемз перпенди- 
куляра. 

Примпчане. Чтобы означить перпендикуляръ, для крат- 
кости, употребляютъ знакъ 1; напримфрь ОС т АВ читается 
ОС перпендикулярна къ АВ. 

Фиг. 14-я. 

С 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 30. Из5 всякой точки, взятой на прямой линми, можно 
провесть кз ней (возставить) перпендикулярь, притомз только 
одинз. 

Мы уже замфтили (5 29), что черезъ всякую точку, взя- 
тую на прямой лини, можно къ ней провесть перпендикуляръ. 
Пусть ОС перпендикулярна къ АВ, (фиг. 13); докажемъ, что 
всякая другая прямая ОД, проведенная черезъ точку О, не соста- 
вить равныхъ сиежныхъ угловъ съ прямой АВ, и сл$д. не бу- 
дегъ перпендикулярна къ АВ. Дфйствительно, 4. 40)> ( АОС, 
но, по условю, прямая ОС перпевдукулярна къ АВ, значить 
ДА0С=ЕВОС и поэтому [АОШД> (ВОС; очевидво, 
что / ВОС> (ВОБ; изъ послфлнихъ двухъ неравенствъ слф- 
дуетъ, что 

АОШ> 1 ВОГ. 

И такъ прямая ОД не перпендикулярна къ АВ. Все сказанное 
о прямой О1) относится и ко велкой прямой, кромф перпендику- 
ляра ОС, проведеннаго черезъ точку О; отсюда заключаемъ, что 
черезъ точку, взятую на прямой, можно провести къ ней одинъ 
только перпендивуляръ. 

ПРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 31. Сумма смежныхз умовз есть величина постоянная, 
т. е. сумма одной пары смежныхь улловз равна суммтъ всякой 
друюй пары смежныхь улов. 



Возьменъ дв пары смеж- 
ныхъ угловъ,  происшедшихъ 

рт „е ть перес$ченй прямыхъ АВ 
А / и АВ съ прамыми ОСи О’С,, 

0 В и докажемъ, что 

14А006+1(608В=ГАОС+ССО’В.. 

Наложииъ плоскость .4’В’С’ на АВС такъ, чтобы точка О’ 
совпала съ О, и прямая А’В’ слилась съ прямою АВ; тогда О’С’ 
приметъ такое положеше ОС”, что 

Д 0”ОВ=ДС’О’В' и [АО0С” = А’О’С.. 

Въ суми двухъ угловъ АОС и СОВ, этотъ послфдв!й уголъ 
можно замфнить суммою двухъ угловъ СОС”и С”ОВ. И такъ 

АО0+ДС0В=ГАОС+ СОСО В; 

но сумму угловъ АОС-+ СОС” можно замфнить однимъ угломъ 
АОС”; слфдовательно 

ДАОС+АС0В=(А0С”-+ 0”ОВ; 

а какъ уже зам чено, что ( АОС”=А А’О’С и [С”ОВ=ГСО’В; 
слЪдовательно 

д4А0б+2008В=[АОС+ЕСОВ. 

Фиг. 15-н. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 32. Всь прямые умы равны между собою. 

Пусть прямая ОС перпендикулярна къ АВ, и О’С’ перпенди- 
кулярна къ прямой 4’В’; надобно 

Фиг. 16-я. 

р вы Г доказать, что уголь АОС равенъ 
[й С углу р О’ С. 

| Мы доказали (8 31), что сумма 

А. в АВ одной пары смежныхъ угловъ 4 ос 
0 и СОВ равна суми% всякой другой 

пары смежныхъ угловъ 4’О’С’и С’О’В’, т. е. 

АО С0В=ГАОС-+НЕСОВ. 

Велфдотне перпендикулярности прямой ОС къ АВ, углы 4ОС 
и СОВ равны между собою ($ 29), и каждый изъ нихъ прямой; 
то же скажемъ и объ углахъ 4^О’С и СОВ’; слёд. 
2 А0С=2ГА’О’С,, отсюда { А0Сб=(А’О’С.. 



РЕ ЕЕ 

Прим. Прамой уголъ вездф одинаковъ, постояненъ, потом\ 
что всф прямые углы равны между собою; на этомъ основан вст, 
углы сравниваютъ съ прямымъ угломъ, т. е. прямой уголь прини- 
мають за единицу при изифренши угловъ; такъ, напримфръ, го- 
ворятъ: сумма такихъ-то угловъ равна двумъ прямымъ, тремъ 
прямымъ и т. д. или такой-то уголь составляетъ 1», 1|/з, 1/. 

и т. д. прямато угла. 
Прямой. уголъ, для краткости, будемъ означать буквою 4; 

поэтому 24 означаетъ два прямыхъ угла, 34 — три прямыхъ 
угла, 14 — половину прамаго угла и т. д. 

$ 33. Веявй уголъ, который меньше прямаго, называется 
острымз угломъ; а уголъ, который больше прямато и меньше 
двухъ прямыхъ, называется тупым5. Напримфрь (406 — 
острый уголъ (фиг. 15), ( СОВ — тупой. 

$ 34. Въ суимВ двухъ угловъ, составляющей два прямые, 
каждый изъ слагаемыхъ угловъ вазываетсл дополнемемь дру- 
того угла до двухъ прямыхъ. Легко понять, что два узла равны 
между собою, если они имъютё равныя дополнешщя 00 двуть 
прямыхь. И дЪйствительно, если углы а в 6 имфютъ равныя 

дополнен1я, которыя назовемъ одною буквою с, то получимъ 
а+-с=ьЬ--с, потому что каждая сумма равна 2 прямымъ; 
изъ этого равенства получииъ а=. 

$ 35. Въ сумиф двухъ угловъ, составляющей прямой уголъ, 
каждый изъ слагаемыхъ угловъ называется домолнемемз дру- 
гого угла до прямаго. Яено, что два улаа равны между со- 
бою, если имъютз равныя дополнемя д0 прямало; объяснене 
тоже самое, что и въ предъидущемъ параграф$. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 36. Сумма смежнылв фловь равна двумз прямым 
, 

и Пусть ЛОС и СОВ суть 
|с' с смежные углы; надобно до- 
| й казать, что сумма ихъ равна 
| : в Двужъ прянымъ угламъ. Изъ 

Аб в № 0 какой нибудь точки О’ 
произвольной прямой лини .4’Б’ проведемъ О’С’ перпендикулярно 
къ А’Б’: получимъ прямые углы 4’О’С’и С’О’В’ (8 29); сумма 



ыы ыы 

ихЪ составить два прямые. А какъ сумма смевныхь АОС и 

СОБ равна суми$ другихъ смежныхъ угловъ 4’О0’С’и С’О’В’ 
(8 31), тт (406+ (С0В=? прамымъ угламъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

$ 37. Сумма всъль послъдовательныхь умовз, имъющихь 
общую вершину и лежащихз по одну сторону прямой, равна 
двумз. прямымь умамз. 

Пусть АОВ означаетъь прямую лин!ю; надо доказать, что 

ГАОЕ-+ А ЕОр- (р0б+/00В=34. 
Фиг. 18-я. Мы уже доказали въ предъидущемъ пред- 

/ ложени, что сумма смежныхъ угловъ, напр. 
Ко , с А4ОЕ и ЕОВ, равна 2-мъ прямымъ; но 
АА в [ЕОВ=1(ЕО0р+ (ОС + СОВ, влз- 

0 
довательно 

[ АЛОЕ+-СЕОР+АЬОС+АСОВ = 34. 

ПрЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 38. Изз двуть взаимно-дополнительныхз улловз 00 двух 
прямых У1л065 можно составить смежные умлы, т. в. козда 
у 0вух5 взаимно-дополнительныхь Чловз д0 двухь прямыль 
есть общая вершина и обилии бонз, тофа друие илз бока 
составляють прямую ливю. 

Пусть углы ЛОВ и А’О’В’ взаиино-дополнительные до 2-хъ 
прямыхъ. Продолживъ прямую АО, получинъ уголь ВОС, смеж- 

ный съ АОВ пи служащй дополненелъ 

до двухъ прямыхъ углу АОВ (8 36). 

7? По условш, уголь А’О’В’ также допол- 
= а няетъ АОВ до двухъ прямыхъ; поэтому 

09 р. Д А’ОВ’=(ВОС ($ 34). Теперь, если 
г мн перемфетимь уголь А’О’В’ такъ, чтобы 

вершина его О’ совпала съ О, а бокъ 
О’В’ съ ОВ, то, по равенству угловъ 

А’О’В и ВОС, другой бокъ О’А’ пойдеть по ОС, такимъ 
образомъ бока ОЛ и 0О’А’ составятъь прямую ливю, и слёд. 
углы АОВ и А’О’Б’ сдфлаются смежными. 

Фиг. 19-я. 

р 
` 0 нии ——Л 



= 16 — 

ПрРЕДЛОЖИНИЕ. 

$ 39. Сумма всъть послъдовательныхь у1л0вз, имъющихь 
одну общую вершину, равна четырем прямымё уламз. 

Надобно доказать, что сумма угловъ АОВ, ВОС, СОБ 
и ДОЛ равна четыремъ прямымъ угламъ. 

Продолжимъ какой нибудь бокъ, наприм. 
ОА, и пусть ОЕ составляетъ это продол- 
жене. Сумма угловъ по одну сторону прямой 
АЕ равна двумъ прямымъ ($ 37); ся8до- 
вательно 

[ АОВ-ИВОЕ= 23а; 

по той же причин / АОр-+ирОС+ (СОЕ=2а; 

‹ложииъ эти равенства и замфнимъ въ суми$ два угла ВОЕ 
и СОЕ однииъ углонъ ВОС; тогда получимъ 

ДАОВ+АОр-+ЕоОС+ ВОС = 44. 

$ 40. Мы уже видфли, что дв пересВкающияся прямыя 

образуютъ четыре угла; изъ вихъ для каждато угла, напр. 
АОС, есть два смежные: АОД и СОВ, и 

одинъ противоположный уголъ или перемеж- 
с в ны: ВОР. Для угла ВОС противоположный 
В будетъ АО. И такъ два ила называются 

А ы р ’отивоположными или перемежными, если 
бока одною из5 нихь составляють продолжете 

Фиг. 20-я. 

фиг. 4-я. 

боков5 дру. 

` ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 41. Противоположные умы равны между собою. 
Надобно доказать, что 1 А0С=иИВОШ и ДАОШ=И ВОС. 

Углы АОСи АОД суть смежные, слфдов. каждый изъ нихъ слу- 
житъ дополнешемъ другому до 2-хъ прямыхъ ($ 36); углы ВОР 
и АО также смежные, слд. составляютъ дополнене другъ 
другу до 2-хъ прямыхь. И такъ два угла АОС и ВОР, 
имфя одно и 10 же дополнене уголь АОШ до 2-хъ прямыхъ, 
равны между собою (8 34). 

ПРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 42. Если четыре ума, имтюшие общую вершину, че- 
резз одинз равны между собою, то они противоположные. 



Пусть /40С=ДВОБ и [А00= (ВОС; падо дока- 
зать, что лини АОВ и СОЮ суть пряиыя лини (фиг. 4). 

Сумма вофхъ послфдовательныхь угловъ, имфющихь общую 
вершину, равна 4-мъ прямымъ угламъ ($ 39), сл$довательно 

1А0С+2(С0В+[ВОр+(АО,=4а; 

поставивъ въ это равенство, вифето ВОД и АО, соотвЪт- 
«твенно имъ равные углы, по услойю, АОС и СОВ, получимъ 

Г АОС+ И СОВ = 4а; 

Фаздфливъ 06% части этого равенства на 2, имфемъ 

ГАОС+ИСОВ= 34. 

И такъ углы АОС и СОВ взапино-дополнительны до двухъ 
прямыхъ угловъ, притомъ они имфютъ общую вершину О и 06- 
щ бокъ ОС, слёд. друе ихъ бока ОА и ОВ составляютъ 
юдну прамую АОВ ($ 38). 

Такъ же докажемъ, что бока ОС и ОГ составляютъ одну 
пряную СОД. 

Свойства перпендикуляра и накхонныхъ. 

'3. Ливи взаимно-перпендикулярныя. — Свойства ваклонныхъ, встрёчающихъ 
„сФвущую въ равныхъ ц неравныхъ разстоан!яхь оть основанмя иперпевдику- 
враз. — Разстоян!е отъ точки до прямой нин!н. — Геометрическое м$сто точекъ, 

равноотстоящихъ оть двухъ даниыхъ точевъ. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 43. Если прямая перпендикулярна кз друюй прямоц, 
70 и. продолженае ея перпендикулярно к5 той 
же прямои. 

С Пусть ОС перпендикулярна къ АБ, а ОБ 
составляетъ продолжене прямой ОС; надобно до- 

В казать, что ОР АВ. 
Лв пересфкающтяся лини составляютъ рав- 

р ные противоположные углы ($ 41), слБдова- 
тельно 

Фиг. 21-я. 

——: 



а -е 

ДАОр=и вос 
и ( ВОр= АОС, 

& по равенству прямыхъ угловъ ВОС и АОС заключаемъ, что 
ДАОр=иВОФ, т. е. два смежные угла АОД и ВОГ 
равны между собою, слд. они прямые, а лишя ОШ перпенди- 
кулярна къ АБ (8 29.. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

& 44. Два перпендикуляра, проведенные къ одной прямой 
черезз какую нибудь ея точку, по объимз ея сторонамз, со-. 
ставляютз одну и ту же прямую. 

Пусть ОС т АВи ОБ | АВ (фиат. 21); докажемъ, что лин1я 
СОШ — прамая. По условю, углы СОВ и РОВ — прамые, 
слфд. суима ихъ равна двумъ прямымъ угламъ; значить лин1& 
СОР — прямая (8 38). 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 45. Если прямая перпендикулярна кз друюй прямой, 
то и эта послъдняя перпендикулярна кз первой. 

Положимъ, что СО! АВ (фиг. 21); надобно доказать, что. 
АВ! СШ. 

Уголь АОШ равенъ своему противоположному ВОС, а какъ 
этотъ послёднй прямой, то уголь АО прямой; уголь АОС 
также прямой, потому что СР перпендикулярна къ АВ; сл- 
довательно смежные углы 4ОС и АО равны между собою 
(8 32), и ОЛ, а слфдовательно и ея продолжеме ОВ перпен- 
дикулярно къ СД ($8 29, 43). 

Поэтому, дв прямыя АВ и СШ называются взаимно-пер- 
пендикулярными. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 46. Из» всякой точки, взятой внь прямой лищи, 
можно вседа опустить на нее перпендикулярзь, и притом 
только одинв. 

1) Пусть требуется провести перпендикулярь изъ точки С 
въ прямой лини АВ (фиг. 22). 

Произвольную точку Г прамой лими АВ соединимъ съ 
данною точкою С; получимъ два смежные угла; если они равны 



29. 

между собою, то прамая СЛ будетъ перпендикулярна къ АВ 
($ 29). Положимъ, что эти углы не равны, наприм$ръ: СОВ 

меньше АДС. Построимъ уголь ВШЕ, рав- 
Фиг. 22-я. ный углу СОВ, и отложимъ ОЕ, равное 0С; 

наконецъ, соединимъ точку Е съ давнною 
точкою (С; полученная такимъ образомъ пря- 

-- |8 мая СЕ булетъ перпендикулярна къ АВ. 

Е 
Въ самомъ дЪлЬ, на бокахъ равныхъ угловъ 

ВРЕи ВПС отложены равныя части ДЕ = 
ОС и ОО= 0; поэтому прямыя ОЕ и 

ОС, соединяющия точки отложеня, составятъ равные углы съ 
равными боками: съ ПО угла ВОЕ и съ ОО угла СОВ 
(8 24), т. в. /РОЕ=(РЬОС. И такь, прямая АО состав- 
ляетъ равные смежные углы съ СЁ, значитъ АО перпендику- 
лярна къ СЕ ($ 29), и СЕ перпендикулярна къ АВ ($ 45). 

И такъ, мы доказали, что изъ всякой точки С, взятой вн 
прямой АВ, можно опустить на нее перпендикуляръ. 

2) Пусть прямая СО перпендикулярна къ В; надобно 
доказать, что всякая другая прямая СО, проведенная изъ точки 
С къ прямой АВ, будетъ наклонная. Продолжимъ перпендику- 
ляръ СО и, отложивь ОЕ, равиую ОС, соедивимъ прямою 

точку Е сь точкою ШО. По условю СО 
Фиг. 23-я. перпендикулярна къ АВ, поэтому и АО 

перпендикулярна къ СЁ ($ 45); слёл. 
углы ДОЕ и РОС равны между с0б0ю- 
На бокахъ этихъ угловъ отложены равныя 
чаи ОЕ= ОС, ОБ= ОФ, и точки 
отложен!л соединены прямыми 2 и ОС, 
которыя съ равными боками ОД = Ор 
составляютъ равные улы ОРЕ= ОРС 
($ 24); эти два угла съ угломь ЕБЕР 
нсф три въ сумм составатъ два прямыхъ 

угла’ (8 37); елБд. суниа угловъ ОРЕ-- ООС или 21 0ОС 
меньше двухъ прямыхъ; а отсюда заключаемъ, что уголь ОБС 
меньше прямаго угла; смежный ему уголь АДС будетъ больше 
прямаго угла ($ 36). И такъ, прямая СО съ прямою АБ состав- 
ляетъ неравные углы: значить СД неперпендикулярна къ пря- 
мой АВ. 

$ 47. Прямая, соединяющая какую нибудь точку, взятую 
ввф прямой, съ какою ни есть точкою этой прямой, называется 

о* 
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наклонною, если эти лини составятъ неравные смежные углы; 
а общая точка этихъ лив!И называется основанлемь наклонной. 

Впослфдетви, говоря 0 перпендикулярной и наклонной 
прямой, мы будемъ разумфть опред$ленныя разстоян1я отъ точки, 
взатой вн прямой, до основашя перпендикуляра въ первомъ 
случаЪ, и до основан1я наклонной во второмъ случа. 

6 48. Мы видфли, (8 46, 2-е), что уголь СРО — острый, 
при условш, что СО перпендикулярна къ АВ. Отсюда заклю- 
чаемъ, что из5 0вуть неравныхь 11085, составленныхь на- 
клонною, тотз уюль острый, в5 отверстйи котораю ле- 
жить перпендикулярз. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 49. Если изз точки, взятой внъ прямой лищи, про- 
весть кз ней перпендикулярзь и наклонную, то перпендику- 
лярз короче наклонной. 

Пусть СО перпендикулярна къ 4В (фиг. 22), а СШ на- 
клонная; надобно доказать, что СО меньше СО. Продолжимъ 

перпендикулярь СО и отложимь ОЕ = ОС, точку Е соеди- 
нимъ съ О. Углы СОБ и РОЕ равны между собою ($ 45); 
на бокахъ ихъ отложены равныя части отъ вершины О, именно 
0С=оОЕ, Ор= Ор, то соединяюния прямыя равны между 
с0б0ю, ОС=рЕ ($ 24). Прямая лиюя СЁ короче ломанной 
СРЕ, проведенной между точками С и Е ($ 16); слёдова- 
тельно СО, какъ половина СЁ, будеть короче СП, состав- 
ляющей также половину ломанной СОЕ. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 50. Если изь точки, взятой внъ прямой миши, про- 
ведены къ ней перпендикулярь и нъсколько наклонныхь, то 

1) ть наклонныя, которыхё основаня фавно-отстоять 

0115 основанля перпендикуляра, равны между собою и состав- 
ляютё равные умы сз прямой; 

2) изз двухз наклонных, основанля которыхь неравно 
удалены отзх основамяя перпендикуляра, та больше, которой 
основане отстоит дальше отз основанля перпендикуляра. 

1) Возьшемь точку С внф прямой АВ и проведемъ пер- 
пендикуляръ СО къ прямой АВ. Отъ точки О, основаная пер- 



О] 

пендикуляра, отложимъ равныя части ОД = ОЕ; наконецъ про- 
ведемъ наклонныя СО и СЁ. надобно дока- 

Фиг. 24-я.  зать, что СО =СЕ. По условю углы СОЕ 
с и СОШ равны между собою; ва бокахъ ихъ от- 
и _ ложены равныя чати Орд=ОЕ, ОС= ОС; точки 

отложен1я соединены прямыми СД и СЕ; слёд. 
Ви эти прямыя равны между собою, т. е. Ср= СЁ, 

и съ равными боками составляютъ равные углы 
Сро= СРО ($ 24). 

2) Пусть СО перпендикулярна къ АВ, и ОС больше ОК 
надобно доказать, что наклонная СС’ больше наклонной СЁ. 
Отложимь ОР = ОЕ; при этомъ точка О) необходимо упадетъ 

между О и С, потому что ОС больше ОЕ; проведемъ наклонную 
СТ, которая равна СЁ, ибо ихъ осно- 

Фиг. 25-я. ван1я равно отетоятъ отъ основаюмя пер- 
р. пендикуляра. И такъ докажемъ, что Са 
и больше наклонной СО. Съ этою цфлью 

| 

— | — возставимъ перпендикуляръ О.М изъ точки 
А С 9 0 Ев Ш къ прямой СО; овъ пойдетъ внутри 

угла АДС, потому что этотъ послфднй 

есть тупой уголъ ($ 48); значить этотъ перпендикуларъ, про- 
ходя въ угл АДС, пересфчетъь наклонную СС въ нфкоторой 
точк$ М. Изъ точки С къ прямой ОМ проведенъ перпендику- 
ляръ СШ и наклонная СМ; слёдовательно наклонная СМ 
больше перпендикуляра СД и подавно СС’ больше СШ, потому 
что Са больше СМ. 

ПРЕДЗОЖЕН!Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 51. Если изв точки, взятой внъ прямой лини, прове- 
дены кз ней перпендикулярз и наклонныя, то 

1) Основамя двухь равныхз наклонныхз равно отстоять 
отз основашя перпендикуляра; 

2) Изз 0д6вухь неравныхь наклонныхь основане большей 
дальше отстоитз отз основашя перпендикуляря. 

1) Пусть СОТ АВ в СЕ= Ср (фиг. 24); надо доказать, 
что ОРГ= ОД. Допустимъ, что ОЁне равна ОД, напримфръ пусть 
ОЕ больше ОЛ; изъ этого предположеня слфлуетъ, что СЁ’ больше 
СР ($ 50, 2-е), а это противно условю, по которому СЕ= СР; 
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и такъ нельзя допустить неравенство разстоянй ОРГ и ОШ, 

сл$д. ОЕ= ОО. 
2) Пусть СО т АВ и ваклонная СС больше наклонной СК 

(фиг. 25); надо доказать, что ОС больше ОР. Нельзя допустить, 
что Од = ОЕ, ибо вслфдегые этого допущеня, на основани 
$50, 1-е, имфли бы Са = СЕ, что противво условю. Нельзя 
допустить также, что ОС меньше СЁ; дЪФйствительно, при этомъ 
предположении, на основанш $8 50, 2-е, имфли бы СС меньше 
СЕ, что противно условю. И такъ ОС не можетъ быть ни равна, 
ни меньше разетоямя ОЕ, слфд. ОС больше ОЕ. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ, 

8 52. Из5 точки, взятой -внъ прямой лищи, кз точ- 
кам5 этой прямой нельзя провесть треть равныхь прамыхь 

лини. 
Положимъ, что точка, взятая ввЪ прямой лави, соединена 

съ какими нибудь тремя точками этой лини. Изъ данной точки 
опустимъ перпендикуляръ на прямую; мотутъ представиться три 
случая. 

1) Перпендикуляръ совпадаетъ съ одною изъ упомянутыхъ трехъ 
лин1й, тогда эта ливня будетъ короче остальныхъ двухъ ($ 49); 

2) двф ливши будутъ по одну сторону перпендикуляра, сл$- 
довательно онф не равны (8 50, 2-е); 

3) вс$ три лини придутся но одну сторону перпендикулара, 
слфдовательно всЪ три булутъ различной длины ($ 50, 2-е). 

$ 53. Разстояще отз точки д0 прямой измъряется пер- 
пендикуляромз, проведеннымь изз этой точки кз прямой; потому 
что изъ точки ва прямую можно опустить одинъ только першпен- 
дикуляръ, и онъ короче всякой прямой лин!и, соединяющей эту 

точку со всякою точкою прямой ($ 49). 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 54. Всякая точка пертендикуляра, возстановленнало 
изъ середины прямой, равно-отстоитз отз концевз этой пря- 

м0\; а всякая точка, лежащая внъ этою перпендикуляра, 
ближе кз тому концу, который сз ней находится по одну 
сторону перпендикуляра. 
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1) Пусть точка О (фиг. 24) есть середина прямой ДЕ, и 
прямая ОС перпендикулярна къ ОЕ. Возьмемъ какую нибудь 
точку С на этомъ перпендикуляр$ и соединимъ ее съ концами 
Ри 0) прамой ОЕ, получимъ равныя наклонныя, ибо он равно- 
удалены отъ основашя О’ перпендикуляра ОС ($ 50, 1-е). 

2) Возьмемъ точку ЁР, вн перпендикуляра СД, проведен- 
заго черезъ середину С прямой 4Б, и докажемъ, что ВР< АЕ; 

точви Ри В лежать по одну сторону пер- 
Фит. 26-я. пендикуляра СД. 

| Е Соединивъ точку О, перее$чене АРи 
ти] перпендикуляра СД, съ концоиъ В прямой 

АВ, получимь ОДВ= ПА (5 650, 1-е). 
Прямая ВЕ короче ломанной БОЕ, т. с. 

ео ВЕ«ВО+ ОЕ 

или, ветавивъ, вместо БШ, равную ей АО, получимъ 

ВЕХАР+ОЕ, 

или ВЕ< АЕ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 55. Пертендикулярь, проведенный изз середины прямой, 
роходитз черезь всф точки, равно-удаленныя отз концов 
этой прямой. 

Пусть дана прямая АВ и положимъ, что ДА = ОВ, СА = СБ, 
ЕА=ЕВ ит. д.; надо доказать, что точки С, 0, Е и т. д. 

ве$ лежатъ на одной прямой, — именно 

Фиг. 27-л. на перпендикуляр$,  возставленномъ 

С изъ середины О къ прямой АБ. Во- 
образимъ, что изъ точки О возстав- 
ленъ перпендикуляръь къ прамой АВ: 

— „В онъ долженъ пройти черезъ точку С; 

Е 0 _ и дЬйетвительно, если бъ точка С оста- 

о | лась вНф этого перпендикуляра, то 

она неравно бы отстояла отъ точекъ 

Е Аи В ($ 54), что противно условю; и 

такъ точка С’ лежитъ на упомянутомъ перпендикулярЪ; то же 

‘скажемъ и объ остальныхъ точкахъ О, Ё, Еит. 8. 



$ 56. Изъ предъидущаго предложеня мы видфли, что вс 
точки, равно-отстоящля отъ концовъ прямой, лежать на одной 

прямой лини, именно на перпендикуляр$, проходящемъ черезъ 
середину этой прамой; притомт, свойство это принадлежитъ толь- 
ко этимъ точкамъ; ибо всякая точка, неравно-отстоящая отъ. 
концовъ прямой, будетъ ввЪ упомянутаго перпендикуляра (8 54). 
Поэтому говорятъ, что чеометрическое мъсто точекз, ’равно- 
отстоящих отз концовь прямой, есть перпендикулярь кз 
этой прямой, проходяиий через ея середину. 

Вообще лив1я, прямая или кривая, точки которой удовле- 
творяютъ какому нибудь условю, а другя точки илоскоети не 
удовлетворяють этому условю вазывается 1еометрическим5 мтъ- 
стомь этихъ точекъ. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е. 

$ 57. Прямая, соединяющая двъ точки, изь поить каж- 
дая равно отстоитзь оть конидвз прямой, перпендикулярна 
*5 этой прямой и проходить через» ея середину. 

Пусть точки Си Ш равно отстоять отъ концовъ Аи В' 
прямой лини АВ, т. е. полатаемъ, что АС = ВС, А, = ВО. 
Надо доказать, что прямая лин!я СД, проведенная черезъ точки 

Си Ш, будеть перпендикулярна къ АВ и 
Фит, 26-я. пройдетъ черезъ середину послфдней. Въ са- 

С момъ ДФлЬ, если вообразимъ перпендикуляръ. 
Ра къ АВ, проходящий черезъ середину этой 
‚И з Яими, то овъ пройдеть черезь всф точки, 

> О равно-удаленныя отъ концовъ Чи В (855), 
а слфд. пройдетъ и черезъ точки Си О); та- 
кимъ образомъ этотъ воображаемый перпенди- 

куляръ будегь имфть дв общя точки съ прямой СД, сл$д. 
онъ сольется съ СД ($ 10); звачатъ СД будетъ перпендику- 
лярна къ 4Б и пройдетъ черезъ середину этой лини. 



4. Назваше угловъ, составяяемыхъ двумя прямыми съ с$кущею; зависимость 
между этими углами; случай, когда эти двЪ прямыя пересБкаются, и когда 
сумма внутреннихъ угловъ по одну сторову сфкущей равна двумъ прямымъ. 

$ 58. Отъ пересбченя двухъ прамыхъ третьею прамою, 
съкущею, образуется восемь угловъ, которымъ даютъ особыя 
названия. 

Пусть АВи СШ суть дв прямыя, разе$ченныя праною ЕЁ. 

Четыре угла ОНа, @НС, ВСН, АСН, которыхъ от- 
верстя находятся между лимяии АВ и СШ, 

Фит. 29-л. называются внутренними; а остальные четыре 

В р, угла: ОНЕ, ЕНС, ВСЕ и ЕСА, которыхъ 
| отверстия находятся вн прямыхъ АВ и СР, 

нЕ называются вньшними. Прамая ЕЕ назы- 
/ вается съкущею. 

| Два ввутренне угла, лежаше по ту и 
другую сторону сфкущей и несмежные, назы- 

ваются внутренними противоположными: или внутренними 
перекрестными; напр. ДНС и НСА, а также аНС пи ВСН. 

Два внфшн!е угла, лежаше по ту и другую сторону с$- 
кущей и несмежные, называются внъшними противоположными 
или внъшиними перекрестными ОНЕ и ЕСА, а также ЕНС- 
и ВСЕ. 

Лва несмежные угла, одинъ внутреннй, другой внзшвй, по 
одну сторону скущей, называются соотвтьтственными вли со- 
отвьтствиющими; такь ОНЕ и ВСН, ОНС и ВСЕ, ЕНС 
и АСН, СНЕ и АСЕ суть соотвфтетвенные углы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 59. Если сумма двухз внутреннить умовь, по одну 
сторону стъкущей, равна двумз прямым, то 

1) сумма двухз вньшнихь 944085, по одну сторону съку- 
щей, равна двумз прямым; 

2) внутренте противоположные умы равны между собою; 

3) вньшиме противоположные ущлы равны между собою; 

4) соотвътственные умы равны между собою. 

Положимъ, что отъ пересфчен1я прямыхъ лий АВи СШ в3- 
кущею ЕЁ получились внутренне углы а и 6, которыхъ сумма 
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равна 20), гдЪ Ш означаетъь прямой уголъ; 
Фиг. 30-я. поэтому имфемъ условие 

а-+0=2р. 
р Докажемъ: 1) с+4=20; ел =? 0. 

Углы а и с смежные, Би 4 тоже смеж- 5..4 6 
р НЫ, слЪд. (8 36) 

й а+е-+ь-+а=40, 
по условю а+ь=э2р; 
вычтя второе равенство изъ перваго, по 
чаетлиъ, получим с+а=2р. 

По условию а+ь=2р, 
но а=е, 6 =1 (5 41); подетавивъ въ предъидущее равенство, 
вифсто а и 6, имъ равныя е и ЙД, 
получим е+й= 2). 

Замфтииъ, что сумма внутреннихъ угловъ Ги д по другую 
сторону сфкущей ЕР фоже равна 20. ДЪйствительно, мы уже 
доказали, что 

е+а=?2), 

но с=/, 4=9; ся$д. + у=20. 
2) Докажемъ, что а=90. 
По условю а служитъ дополнешемъь до 20 углу 6, но и 

уголъ у служитъ дополнешемъ до 20 тому же углу 6 (5 36); 
<л$д. а=9 ($ 34). Также докажемъ, что 6 =). 

3) Докажемъ равенство внфшнихъ ипротивоположныхь угловъ, 
наприм$ръ д==е. 

Намъ извфетно, что внутренне противоположные углы равяы 
между с0б0ю, д=а, но 9д=4, а=е ($ 41); сл5д. а=е. 
Также докажемъ, что й =с. 

4) Соотв$тетвенные углы равны, наприм$ръ & =. 

По условю а-+6=2), а какъ углы б и 4 смежные, то 
2+ а4=20); слёд. а=а ($ 34). Также докажемъ, что 6 = с, 
= и е= д. 

$ 60. Слёдств1е. Всякое равенство, выраженное вз пред- 
ложени предзидущелюо парарафа, влечет за собою остальныя 
равенства. Въ самомъ дЪлЪ: 

1) Пусть ‘сумма вифшнихъ угловъ, напримръ си 4, шо 
одну сторону сФкущей, равна 2-мъ прямымъ, т. е. с + а=20. 

Углы а и с, 5 также 6 и 4 смежные, сл довательно 
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асе а= 4), 
по условю е+а=2р; 
сл довательно а+ь=3), 

т. е. сумиа внутреннихъ угловъ, по одну сторону сФкущей, равна 
двумъ прямымъ. Доказавъ это равенство, завлючаемъ объ осталь- 
ныхъ равенствахъ на основанш предъидущаго параграфа. 

2) Пусть внутреные противоположные углы равны между 
собою, напримфръ, а=9. Смежные углы фи 9 доставляютъ ра- 
венство 

В+ 9=2р. 

Вставивъ сюда, вмфето 9, равное ему а, получимъ 

Бна=2р. 

Поэтому сумма внутреннихъ угловъ, по одну сторону сЪкущей, 
равна 210); а это равенство влечегь за собою и остальныя ра- 
венства, изложенныя въ предъидущемъ параграф». 

3) Пусть внфшне противоположные углы равны между со- 
бою, напр. д=е. Извфетно, что @=9, е=а ($ 41), слёд. 
9=а; а мы сейчасъ доказали (2-е), что это равенство влечетъ 
и остальныя. 

4) Пусть соотвфтетвенные углы равны между собою, напри- 
мфръ а==4. 

Углы 6 и 4 смежные, слфдовательно 

р+а=2р; 

ветавимъ сюда, вмфето 4, равное ему а, получимъ 

ва=2р; 

а это равенство влечетъ за собою и остальныя равенства (5 59), 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 61. Если дв переськаюмияся прямыя разстчены стку- 
щею, то сумма внутреннихь ууловз, на бокать которыль ле- 
жить точка встръчи, меньше двухь прямыть 14065. 

Возьмемъ дв пряныя АВ и ВС, пересфкающяся въ точкЪ 

В; разефчемъ ихъ прамою ОС. Докажемъ, что сумма ввутрен- 

вихъ угловъ ВЕЕР и БЕЕ меньше двухъ прямыхъ угловъ; на 
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бокахъ этихъ угловъ находится точка ветрёчи В. Пусть О озна- 
чаетъ середину прямой ЕР; соединимъ 
точку О въ ВБ, и, продолживъ прамую 
БО, отловкимъ ОН, равную ОВ, а 
точку Н соединимъ съ точкою Е пря- 

мою ЕН. Углы ВОР и ЕОН равны 
между с0б0ю, какъ противоположные; 
на бокахъ ихъ, отъ общей вершины О, 
отложены равныя части ОР= ОЕ, 
ОВ = ОН, и точки отложеюя соеди- 

нены въ каждомъ углу, поэтому соеди- 
наюпия прямыя съ равными боками образуютъ соотвЪфтетвенно 
равные углы ($ 24); значить / ВЕО=( НЕО. Очевидно, что 
уголь НЁЕВ меньше двухъ прямыхъ угловъ, значитъ и сумма 
/НЕЕ+СВЕЕ меньше двухжь прямнхъ; а какъ Д НЕЁ = 
/ВЕЕ, то и суима (ВЕЕ-+{ ( ВЕЕ неньше двухъ прамыхъ угловъ. 

Фиг. 31-я, 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 62. Если двъ прямыя лини составляютз съ сюкущею 
таке внутренне умы, по одну из5 ея сторонз, что сумма 
ит5 равна двумъ прямымё, то эти двь прямыя не перест- 
кутся, сколько бы ил ни продолжали. 

Пусть сфкущая ЕЁ, пересфкая прямыя АВ и СШ, обра- 
зуетъ внутренне углы ВаН и ОНС, которыхъ сумма равна двумъ 
прямымъ угламъ. Надобно доказать, что прЯмыя лини АВ и 

СТ не пересФкаются на всемъ ихъ про- 
Фиг, 32-я. тажени. Дйствительно, если бъ мы до- 

В р пустили что эти лиши перес$каются по 
1 й ту сторону прямой ЕЁ, то на основан 

Е С. Р-Р предложения, изложеннаго въ 8 61, за- 
я ключили бы, что сумма внутреннихъ уг- 

, = 1085, (ВОН (ОНО, на бокахъ ко- 
А Сс торыхъ лежитъ точка вотрфчи, была бы 

меньше 2-хъ прямыхъ угловъ; а это противорфчить условю, по 
которому эта сумма равна двумъ прямымъ; слфд. прямыя лини 
АВ и СЛ не могутъ пересфчься по ту сторону сВкущей ЕЕ. 
Он не могуть ветрётиться и по сю сторону сёкущей ЕЁ: 
вЪ Самомъ ДЛ, дДопустивъ встр$чу этихъ лимй, найдемъ на, 
основати того же предложеня, изложеннаго въ $ 61, что сумма 
угловъ ( АЗН-- СН@ будетъь меньше двухъ прямыхъ угловъ, 
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а отсюда слВдуетъ, что сумма угловъ { ВЕН+СОНС будетъ 
больше двухъ прямыхъ (потому что сумма вефхъ упомянутыхъ 
четырехъ угловъ равна 4-мъ прямымъ), а это противно условтю, 
по которому сумма угловъ 1 ВН + (РОНС =? прямымъ 
угламъ. 

$ 63. Сльдетв1е. Двь прямыя не мот перестчься: 
|) если сумма внъшнитв уловз, по одну сторону съку- 

щей, равна двумь прямым уламз; или 
2) если внутренне противоположные умы равны между 

собою; или 

3) если вныине противоположные улы равны между 
собою, или 

4) если соотвътственные узлы равны между собою. 
И дъйствительно, каждый изъ этихъ случаевъ ведетъ за 

собою равенство суммы внутреннихъ угловъ, по одну сторону 
свущей, двумъ прямымъ угламъ (53 60), а при такемъ услови 
лини не пересФкаются (5 62). 

Параллельныя див. 

5. Признаки параллельныхъ лин. — Постулатъ. — Проведен1е лини черезъ 
данную точву и параллельную данной прямой; — Признакъ взаимнаго пересфче- 
ня двухъ прямыхъ лин. — Свойство угловъ, происшедтихъ отъ пересфченя 
параллельныхъ лин! сфкущею.— Перпендакуляръ къ одной изъ двухъ паралдель- 
ныхъ лив!й. — ДвЪ прямыя, параллельныя третьей прямой. Разстояве между 
двумя параллельными. — Свойство угловъ, которыхъ бока взаимно параллельны 

или перпендикулярны. 

$ 64. Припомнииъ, что мы разсматриваемъь прямыя лини 
на одной плоскости, притомъ лини предполагаются продолжен- 
ными сколько угодно. Если провесть на плоскости прямую линю, 
а потомъ другую прямую, то эта послфднля можеть пересфчь 
или не пересВчь первую лин!ю; другихъ положенй не можетъ 
быть. Въ первомъ случаЪ лиши называются пересъкающимися 
и образуютъ четыре угла около точки встрфчи. Если жъ лини 
не ветрфчаются, то называются параллельными; онф угла с0б0ю 
не составляютъ. И такъ параллельными лищями называются 
таня прямыя лими, котория, находясь на одной плоскости, 
никода не встрпчаются, сколько бы ить ни продолжали. На 
основанш этого опрелфленя и 5$ 63 п 63 выводимъ: 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 65. Деь прямыя параллельны между собою если: 
1) сумма внутреннилз уловз, по одну сторону съкущей, 

равна двумз прямым умамь; или 
2) сумма внъшнихь у40в5, по одну сторону съкущей, 

равна двумз прямым умламз; или 
3) внутренние противоположные улы равны; или 
4) внъииие противоположные умлы равны; или 
5) соотвьтственные умы равны. 
И дВйствительно во весфхъ этихъ случаяхъ лиши не пере- 

сФкаются (38 62, 63); сл$довательно онф параллельны между 
собою (8 64). 

$ 66. СлЪдетв1е. Двь прямыя лиши, перпендикулярныя 
порознь, к5 третьей, параллельны между собою. 

Вообразимъ, что АВ! Га и СР! ЕС; надобно доказать, 
что АВ параллельна СО, что для 

Фиг. 33-я, краткости  пишутъ АВ || СР. 
Велфдетв1е  перпендикулярности 

Сб о ли АВ ип СО къ прамой ЕС, 
углы ВРГа и ОСЁЕ прямые, слёд. 
сумма ихъ равна 2-мъ прямымъ уг- 

А в ЛАмЪ; а какъ эти два внутренне 
угла лежатъ по одну сторону сЪку- 
щей Га, то прамыя АВ и СО 

параллельны межлу собою ($ 65). 

8 67. Если на прлиой АВ возьшемъ кашя нибудь двф точки 
Си ПГ и проведемъ двЪ прамыя линии: 
одну СЁ периендикулярно къ лиши АВ, 

Е С а другую РС: ваклонную къ той же лини, 
| то перпендикуляръ пересфчется съ наклон- 

ною, при достаточномъ продолжени ихъ. 

Фиг. 34-я. 

А- И Вы Не.смотря на очевидность этой истины, гео- 

‚ метры не могли доказать ее, а потому, 
. не останавливаясь на оцытахъ  доказа- 

тельствъ этой истины, мы допустимъ ее въ 
видЪ постулата или требованя. И такъ 

постулатс: 

наклонная и перпендикулярь кз одной и той же прямой, по 
достаточном» ихз продолженли, вседа переськутся. 

` 

=—__. 
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Предложение. 

$ 68. Через всякую точку, взятую внъ прямой, можно 
вседа провести тг. ней параллельную линю, притомз только 
одну. 

1) Возьмемъ кавую нибудь прямую АБ и внф ея точку С; 
надобно объяснить, что черезъ эту точку 

Фиг. 35-л. можно провести прямую, параллельную къ 

ыы АВ. Изъ точки С опустимъ перпендику- 
нЕ дяръ СЛ на прямую АВ, а къ лини СО, 

“Г изъ точки С, возетавимъ перпендикуляръ 
Г в НЕ; перпендикуляры НЕ и АВ къ одной 

и той же прямой СШ параллельны между 

собою (8 6.6), т. е. НЕ параллельна АВ. 
2) Надобно объяснить, что, кром$ прямой НЕЁ, нельзя про- 

весть другой линш, черезъ точку С, параллельно АБ. Черезъ 
точку С проведемъ какую нибудь прямую СР, различную отъ 
СЕ; она будетъ наклонною къ СШ, потому что черезъ всякую 
точку возможенъ только одинъ перпендикуляръ. Примфняя къ 
перпендикуляру ВЛ) и ваклонной СР’ изнфетный постулатъ (8 67), 
найдемъ, что СЁ пересфчетьъ АБ. Сказанное здфсь о прямой 
СЕ примЗняется ко всякой прямой, проведенной черезъ С, з& 

исключешемь СЁ: ве ояф пересфкутъ прямую АВ, по ту или 
другую сторону пернендикуляра СЛ. Этимъ и доказывается, 
что иожно провести черезъ точку только одну параллельную къ 
прамой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 69. Прлмая лимя, пересъкающая одну изё взаимно 
параллельныхь лин, пересъкаеть и друцю лимю. 

Положимъ, что АВ || НЕ, и что СЕ пересфкаетъ лишю 
НЕ; надо доказать, что СР пересЪ$каеть и линю АВ. Поло- 

жимъ противное, т. е. что СЕ не перес%- 
Фиг. 56-я. каетъ АБ; по этому СЕ параллельна пря- 

За мой АВ; и такъ черезъ точку С проведены 

н ” дв параллельныя къ прямой АВ, именно 
Т НЕи СЕ, а это невозможно ($ 68); 

—— БВ сд. предположеме наше, будто бы СР, 

пересфкая НЕЁ, не пересфчетъ АВ, невоз- 
можно. 
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ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

8 70. Кода двъ прямыя переспчены третьею и сумма 
внутреннихь улловь, по одну сторону съкущей, не равна 
9вумз прямымз, то эти лини пересткутся. 

Пусть @Ки СШ будуть данныя прлмыя, а ЕР ихъ сфку- 
щая; положимъ, что сумма угловъ ОНС 

Фиг. З7-я. и КОН менфе двухъ прямыхъ; дока- 
а г жемъ, чт ЯК и СО пересфкутел. в о и В Построивъ уголь НАБ, дополнитель- 

В. ный до двухъ прямыхъ углу ОНО, 
с. / получимъ прямую СВ, параллельную СП 
в. р ($65), и различную отъ ЯК; а какъ 
Е черезъ точку С’ можно провесть только 

одну параллельную къ СД ($ 68), то 
аК холжна пересБчь СХ. 

Примъчатще. Знаменитый греческй геометръ Эвклидъ, живший 
въ Ш в до Р. Х., приняль это предложене за акслому 
(извфстнал 11-л аксома, см. переводъ 0. Петрушевскаго Эвкли- 
довыхъ началъ восемь книгъ). | 

Въ настоящемъ руководств, какъ и въ большей части со- 
чиненй по геометраи, допускается безъ доказательства, что пер- 
пендикуляръ встрфчаетсл съ наклонною; очевидно, что это по- 
‹лёднее допущен!е есть частный случай 11-й акйомы, принятой 

Эвклидомъ. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ (ОБРАТНОЕ 8 65). 

$ 71. Если двъ лини параллельны, то 
1) сумма внутреннихь у1л0вз, по одну сторону ську- 

щей, равна двумь прямымь умамб; 
2) сумма внъшнихь у1ловь, по одну сторону съкущей, 

равна двумь прямым умамь; 
3) внутренне противоположные умы равны; 
4) внъшне противоположные умы равны; 
5) соотвътственные умы равны. 

Пусть АВ! Ср, ЕЕ— ихъ сЪкущая; надобно доказать, что 
‹умма внутреннихъ углов Д/ВОН-+ИШНС, равна двумъ пря- 
мымъ. Допустииъ противное, что сумма ихъ не равна ДВУМЪ 
прямымъ угламъ. Согласно этому предположению, на основаюи 
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Фиг. 32-л. предъилущаго предложеня, приходимъ 
в р къ заключению, что прямыя АВ и СО 
я должны  пересфчься; а это противно 

—р  Убловю, по которому прямыя АВ и 
кун С даны параллельными между собою. 

р Отсюда слёдуетъ, что нельзя допустить, 
С будто бы сумма внутреннихъ угловъ, по 

одну сторону сЗкущей, не равна двумъ прямымъ. 

Доказавъ этотъ случай, объ остальныхъ заключимъ на 0с- 

нованши предложеня, которое изложено въ 5 59, и по кото- 

рому равенство двумъ прамымъ суммы двухъ внутреннихъ уг- 

ловъ, по одну сторону сфкущей, влечегь за с0бою равенство 

внутреннихъ противоположныхь угловъ, вифшнихь противополож- 

ныхъ, равенство соотвфтетвенныхь угловъ и равенство двумъ 

прямымъ суммы двухъ внфшнихъ угловъ по одну сторону сзкущей. 

А 

ПрЕхлОЖЕНИЕ. 

$ 12. Прамая лимя, перпендикулярная кз одной изь 

двухь параллельные, перпендикулярна и кз друой. 

Фиг. 33-я. Пусть АВ| Ср и ЕС Г АВ; 
надобно доказать, что Е" СО. По 
условию уголь ВР@’— прямой; по- 
этому, на основаши ($ 71, 1-е), и 
уголь ДаЕ-- прямой; и такъ пря- 

ы мая Да РО. 

ПрЕДЛОЖЕН1Е. 

6 73. Де прямых, параллельныя, по- 
Фаг. 38-2. рознь, какой нибудь третьей лищи, парал- 

С лельны между собою. 

Пусть АВ! ЕРи СБ| ЕЁ; вадобно до- 
казать, что АВ | СО. Проведенъь СЫ перпен- 
дикулярно къ ЕР, она будетъ перпендику- 

=  дарна къ СД и АВ ($ 12). Поэтому прямыя 
н АВ и СФО, будучи перпевдикуляряы къ СН, 

параллельны между собою (5 66). 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 74. Части параллельных, закмочаюцияся мжду парал- 

лелными литями, равны между с0бот. 
4% 
Э 



а 

Пусть АВ || СФ, а АС| ВО; вадобно доказать, что 4В=Ср 
и АС = ВП. 

Проведемъ сфкущую ВС, она при параллельных линяхъ 
АВ и СО составить внутренне противоположные равные углы, 

В, ДАВС=(ВСГШ (8 11 3-е); таве же 
А __„_—_ 5  Внутренме углы получатся при другихъ 
7 7 ы параллельныхь АС и ВП, именно 
/ Я [СВЬ=хАСВ. При такихъ условяхъ, 

г у перенфстимъ часть плоскости ВСО такъ, 
чтобы точка В совпала съ С, а точка С въ В: тогда прямая 
СР пойдетъ по В.А, потому что / ВСр=( АВС, а прямая 
ВГ пойдетъ по СА, ибо { СВО = / АСВ; слъдовательно точка 

одновременно должна находиться на двухъ прамыхъ ВА и 
СА; значить она должна совпасть съ точкою 4. Поэтому концы 
Си Ш прямой СО совпали еъ концами В и А прямой АВ, 
значить — прямая СД равна АВ. Концы В и ШО пряжюй ВО 
совпали съ концами Си 4 прамой СА, а потому ВО =АС. 

$ 15. Слфдств!е. Разстояще между параллельными ли- 
ями вездъ одинаково. 

Пусть А.В параллельна СД. Возьиемъ по произволу двЪ 
точки Ё и Р на одной изъ параллельныхъ, наприм$ръ на АВ, 

и проведемъ перпендикуляры Е и ЕН къ 
Фиг. 40-я. лини 4В; они же будуть перпендикулярны 

“Е о ЕВЕ СО (572), и елЪд. параллельны между 
йа собою (8 66). Части параллельныхь ЕС и 

С и о ЕН, заключающяся между параллельными 

АВ и СФ, равны между с0б0ю ($ 74); сл5д. 
ЕС = ЕН; а эти лини выражаютъ разстояне между параллель- 
ными линями АВ и СЛ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 
э 

$ 16. Прямая, проведенная черезз двъ точки, находя- 
шияся по одну сторону прямой и, равно-отстояиия отз этой 
посльдней, параллельна кз ней. 

Пусть точки Си Д равно-отстоятъ отъ прямой АВ, т. в. 
полагаемъ, что перпендикуляры СРГи ОС, опущенные изъ то- 
чекъ Си Л) на прямую АВ, равны между соббю, СР=рС. 



Докажемъ, что СО|| АВ. Черезъ точку С вообразимъ парал- 
, лельную къ АВ; положимъ, что она пе- 

Фиг. 41-8. ресфчетъь линю ДС въ точкз ИН; вел8д- 
х__ стые параллельности этихъ линй имфемъ 

_— | На=СЕ($ 15}; а по условю Эа=СЕ; 
о НЫ `|Ф слёд. На=ра; поэтому точка перес%- 

| ченя Н прямой, проведенной черезъ 
Е 1 точву С параллельно АВ, совпадетъ въ 
А Е С ВБ точкою Г); в такъ упомянутая параллель- 
ная линя къ АВ съ прямою СШ имфеть двЗ общя точки С 

и 0), слфд. она совпадетъь съ СО; значить СШ параллельна 

къ АВ. 

$ 17. Слёдетв!е. Всь точки, находящаяся по одну сто- 
фону прямой и равно-отстояиия отз нея, налодятся на од- 

ной прямой, параллельной къ упомянутой прямои. 

Пусть точки С, О, Ё, находятся въ равныхъ разетоя- 
мяхъ отъ прямой АВ. Проведя изъ этихъ точекъ перпендику- 

фиг 49-1. ляры къ прямой АВ, по услов1ю, получимъ 
Сс = Да= Ев=Е/=... Прямая, прохо- 
дящая черезъ дв$ точки С и ЛД), равно- 

| | | отетоящя отъ прямой АВ, параллельна 
и И 5 Той посл дней ($ 76); по той же причинз, 
све Ё прямая, проходящал черезъ дв точки С 

и Е, параллельна АВ; двф прямыя СР и СЁ должвы совпасть; 
въ противномъ случа иифли бы двЪ параллельныя къ АВ, про- 
ходяниля черезъ одну и ту же точку С; ел$д. точка Е нахо- 
дитсл на продолженной прямой СФ. Вее сказанное о точкф Е 
доеловно примфняется и къ точкЪ Ё, икъ другимъ. И такъ, точки 
С, р, Е, Е, —всЪ лежатъ ва прямой параллельной АБ. 

По этому товерятъ, что зеометрическое мъсто точекз, 

равно-удаленныхь отз данной прямой и лежащих по одну 

ея сторону, есть прямая, параллельная этой данной прямои. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 18. Двь прямыя, соотвтъытственно параллельныя двум 

встръчающимся прямым, пересткаются между собою им с0- 

ставляютз у1оль равный или дополнительный уму между ли- 

ями, которымз онъ параллельны. 
3* 



= 56: 

1) Возьмемъ двф пересфкающияся прямыя АБ и ВС; шо- 

ложимъ, что ЕЁ! АВ, СН | ВС; дока- 
Фиг. 43-8. жемъ, что ЕР и СН пересвутся. На 

$. ПРямыхъ ВС и ВА возьмеиъ произволь- 
ы „””  ныя точки № и ©; прамая, проведенная 

. ь Аа черезъ эти точки, пересфчеть прямыя ЕЁ 
5. я и АН ($ 69); путь М и Р означаютъ 
в”. эти точки пересфченя. 

К, (: При двухъ пересфкающихся прямыхъ 
АИ _ ВА и ВС, и сБвущей МР, имфемъ ($ 61): 

< В К 180М+2ВМ№0<3а; 
но / ВОМ=ЕЕМР, /ВМ0=и СРМ: 

ся$д. ДЕМР- / СРМ < 34; 

отсюда на основами & 70 заключаемъ, что ЕЁ и СН пе- 
реезкутся. 

2) Пусть ВА || ОЕ и ВС | ОН. Надобно’ доказать, что, 
наприм$ръ, уголь АВС = ЕОНи АВС + ГОС =24. Продол- 

Фар 46. жимъ ВС и пусть М означаетъ пересфчене 
ея съ прямюю ОЕ, При параллельныхъ 

/ ;) линяхъ АВи МЕ, и с%кущей М№С ииЪемъ 
Е и равные соотвфтетвенные углы АВС = ЕМС; 

^^ /и 
е— 

ъ “ при другихъ параллельныхь №МСи СН, и 
/ н  ‘Фвущей ЕЁ соотвфтетвенные углы также 

0 равны,  слфдовательно / ЕМС = [ РОН; 
ыы значить / АВС = РОН. 

Разсматривая тф же параллельныя и тф же сБкущя, получимъ 

Д АВСЕЕЕММ=24 (8 11, 2-е) 

И ДЕММ = РОС (8 11, 5-6); 

а отсюда /АВС- АРГО =34. 

Примъчане. Легко замфтить, что т$ углы равны, которыхъ 
бока направлены въ одну сторону, напринфръ / АВС и (РОН, 
или въ стороны противныя, напримфръь / АВС и [ СОЕ; а 1% 
углы будутъ дополнительные, которыхъ одна пара параллельныхь 
боковъ направлена въ одну сторову, а другая пара — въ про- 
тивоположныя стороны; причемъ направленя лиюмй принимаются 
отъ вершинъ угловъ. 



Ва 

ПрЕДлОЖЕНГЕ. 

$ 79. Деь прямыя, соотвитственно пертендикулярныя 
двумъ встръчающимся прямымз, пересикаются между собою 
п составляютз уюлз равный или дополнительный д0 968415 
прямылз лу между линлями, которымз онъ перпендикулярны. 

1) Возьмемъ двф пересЖкающтяся прямыя АВ и ВС, и поло- 
жимъ, что ЕР! АВ, а СН! ВС; надобно доказать, что пря- 

иыя ЯН и ЕЁ перес$кутся. По условтю, 
Фиг. 45-я. ВС 1 СН, по этому лийю ВС можно раз- 

Е С ематривать какъ перпендикуляръ, проведен- 
ный изъ точки В въ прямой @М; слфд. ВА 

| А будетъ наклонною къ СН, и обратно ЯН ееть 
ЕН. наклонная къ ВА; а но условю, ЕР 1 ВА; 

д слЪд. периендикулярь ЕР и паклонная ЯН 

къ одной и той же прямой В.А непремфнно 
ветртатся ($ 67). 

2) Пусть РГ + ВСа ЕЕ 1 АВ; надобно доказать, что, 
наприм%ръ, уголь ДЕЕ = АВС, а ( ЕЕМ + [ АВС=?24. 

ЕЕ 

(8 66). Поэтому, на основами предъидущаго 
\ ГА  предложеня, 
. ДФРЕЕ= ОВНА ЕЕМ + СВН= 24. 

С Но углы СОВН и АВС равны между со- 

бою, потому что одинъ и тоть же уголь АВС служить до- 

полненемъ до прямаго каждому изъ нихъ; ветавивъ въ предъ- 

идущ!я равенства, выфето угла СВН, уголь АВС, ему равный, 

получимъ 

а, Черезъ вершину В проведемъ ВС и ВН 600- 
отвфтетвенно перпендикулярно къ ВС и БА: эти 

Е 2? перпендикуляры соотвфтетвенно параллельны пря- 
нс\ ным ЕОи ЕЁ, именно ВС | ЕО, а ВН| ЕЕ 

т | 
\ | 

| 

/РЕЕ= / АВС, 
[ЕЕМ-+ /АВС= 94, 



ОТДЪЛТЪЪ ВТОРОЙ. 

Многоугольники. 

6. Многоугольникъ, его периметръ, стороны, углы, вершины, хорды, д1агонали и 
виф ше углн.— Многоугольники выпуклые.— Сумма угловъ внЪтнихъ и внутрен- 
михь выпуклаго многоугольнива.— Раздфлен!е многоугольниковъ по числу угловъ. 

8 80. Мнолоуюльникомз или полиономь называется часть 
плоскости, ограниченная со вофхъ сторонъ 

Фиг, 47-я. прямыми линлми, составляющими ломанную 
е линю. Эта ломанная называется периме- 

< са зпромъ многоугольника. Всякая прямая, 
в р входящая въ составъ периметра, называется 

х стороною или бокомз многоугольника, на- 

А г прим ръ АВ, ВС, ит. д. въ многоугольник® 
АВСПЕ. 

Веяюй уголъ, составленный двумя послфдовательными сто- 
ронами многоугольника, называется 9у/0м5 мноюуюльника, на- 
прим$ръ уголь АВС; а вершины этихъ угловъ —вершинами 
мноюуюльника, наприм$ръ А, ВБ,,.... 

Хордою многоугольника называется прямая, соединяющая 
как1я нибудь двф точки периметра, наприм$ръ МР. 

Дилональю называется прямая, соединяющая дв несиеж- 
ныя вершины многоугольника, наприм$ръ ВЕ. 

Внушнимь уломз многоугольника называется уголъ, состав- 
ленный одною изъ двухъ смежныхъ сторонъ и продолженемъ 
другой. 

Въ противоположность вн шнимъ угламъ, внутренними углами 
называются углы многоугольника. 
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$ 81. Выпуклымь иногоугольникоиь называется такой много- 
угольникъ, котораго периметръ пересф- 

Фиг, 48-я. кается прямою не боле, какъ въ двухъ 
о точкахъ, напр. 4ВСЬЕ (фиг. 41). Въ 

В Бо противномъ случа$ иногоугольникъ имфетъ 
—\ с влодяшие узлы, наприирь АВСРЕ (фиг. 
р т 48), въ которомъ уголь С входящий, онъ 

равенъ четыремъ прямымъ угламъ безъ 
угла ВСР. 

Въ настоящемъ курсф разсматриваютея только выпуклые 
„многоугольники. 

* Число дилоналей мнолоулольника. Пусть п означаетъ число 
вершинъ многоугольника. Проведя вез дтагонали изъ какой ни- 
будь вершины, получимь ® —з длагонали; а какъ вофхъ вер- 
ШинЪ 7, То такимъ образомъ получится (й.—з)й длаговалей; 
очевидно, что въ это число каждал дтагональ войдетъ два разаз 
слЪд. число вефхъ дагоналей равно '/59(я —з). 

* Число трерюольниковз, на которые разбивается мною- 
лольникз Фолоналями, проведенными изз одной вершины, равно 
числу сторонь мноюуюльника без 2-х5. Проведя длатонали 
изъ какой нибудь вершины 4 во ве остальныя,  получимъ 
столько треугольниковъ, сколько находится сторонъ многоуголь- 
ника, лежащихъь протива вершины 4, т. е. и— 2, потому что 
изъ всего 7 числа сторонъ многоугольника только двф стороны 
прилежатъ къ вершин 4, а остальныя лежатъ противъ нея. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 82. Сумма вньшнихь у1л0вё, происшедшихь отз про- 
долженя въ одну сторону всъть боковё мноюуюльника, равна 
четырем» прямым умамз (фиг. 49). 

Возьмемъ какой нибудь многоугольникъ (выпуклый) АВСОЕ, 
продолжимъ его бока АВ, ВС,... въ одномъ направленн, назо- 
вемъ буквами а, 0, с, Ч ие образовавитеся углы, и дока- 
жемъ, что 

а + ес а-те=40, 

буквою ДП означенъ прямой уголъ. 
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Черезъ какую нибудь точку О проведемъ прямыя парал- 
лельно всВыъ бокамъ многоугольника, 

Фиг. 49-я. ивъ одну сторону съ продолженями этихъ. 
боковъ, именно ОЕ параллельно АВВ’, 

р’ С 
м ОС параллельно ВСС’ и т. д.; такимъ 
: 9: 

„ ^^ образомъ получатся углы при точк$ О . о г. р у у , 
Е Е: а’ соотвфтственно равные внфшнимъ угламъ 
р А многоугольника, именно / КОС =, 
а" ДаоН=сит. д., ваконець Д ЕОК=а; 

потому что стороны этихъ угловъ парал- 
лельны и одинаково направлены (8 78). 
Но сумма вефхъ этихъ угловъ, около 
точки 0, равна четыремъ прямымъ 

(8 39); ея$довательно и сумма внфшнихъ угловъ равна четыремъ 
прямымъ угламъ. 

ПрЕДлОЖЕНГЕ. 

8 83. Сумма всъжз внутреннихз узлов» мноюуюльника 
равна двумз прямымз умамз, умноженнымь на число сторонъ 
мноюулюольника безх двулб. 

Возьмемъ многоутольникъ произвольнаго числа сторонъ; для 
общности назовемъ буквою и число его сторонъ или вершинъ. 
Продолживъ вс$ бока въ одну сторону, получимъ при каждой 

вершин смежные углы, которыхъ сумма, какъ извфетно, равна 
двумъ прлмымъ; а сумма смежных угловъ при везхъ вершинахъ 
равна 2-мъ прямымъ, умноженнымъ на число вершинъ я, что 60- 
ставить 20)и, гдф ПО) означаетъ прямой уголъ. Въ эту сумму 
войдутъ вс’ внутренне углы и всЪ внфшне, сумма этихъ посл$д- 
нихъ равна 40; слЪфдовательно сумма внутреннихъ угловъ равна 

2) — 4) или 2) (п— 2). 

Наприм$ръ, сумма внутреннихъ угловъ въ многоугольник» 
о 5-ти сторонахъ равна 20(5 — 2) =6). 

& 84. Многоугольники получаютъ различныя названя по 
числу ихъ сторонъ или, что то же, по чиелу ихъ угловъ. 

Треугольникомъ называется ипногоугольникъ о 3 сторонахъ. 
Четыреугольникомъ или четверосторонникомъ „ 4 
Патиугольникомъ или пятисторонникомъ 5 » » 

Шестиугольникомъ или местисторонникомъ 6 
Г) 
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$ 85. Многоугольники называются равными, если, по нало- 
жени одного на другой, можно совмфетить всф вершины одного 
еъ вершинами другого; при этомъ вс бока одного совмфетятея 
въ боками другаго (8 9) и ве углы одного многоугольника 
вовмфетятся съ углами другаго (8 22). 

Примъчане. Очевидно, что дв пересфкаюцщлясл прямыя 
лини, образуя уголъ, не ограничиваютъ плоскости; самое меньшее 
число лин1й, отраничивающихь плоскость—это три. Если бока 
какого нибудь угла пересфчемъ прямою, то получимъ между 
ними опредфленную плоскость, ограниченную тремя прямыми — это 
треуюльникь. Въ случа параляельноети двухъ прямыхъ, недо- 
статочно третьей прямой для ограниченя плоскости между этими 
параллельными, а необходимы еще по крайней мёрф двз лини. 

Приступая къ изелВдованиою свойствъ многоугольниковъ, нач- 
немъ съ треугольниковъ. 

7. Треугольнику: его основае и высота.—Сумма угловъ треугольника внутрен- 
вихь и онфшнихь. —РаздЪлен1е треугольника но угламъ.— Инотевуза и катеты.— 
Равнымъ угламъь иротнволежать равные бока и наоборотъ. — Раздфлев1е тре- 
угольниковъ но сторонамъ; свойства треугольниковъ равнобедренныхъ и правиль- 
выхъ.— Большему углу въ треугольник противолежить большай бокъ, и наоборотъ. 

$ 86. Мы уже видфли, что треутольникъ есть многоуголь- 
никъ о трехъ сторонахъ; слфдовательно треуюльникоме назы- 
вается часть плоскости, отраниченная со вофхъ сторонъ тремя 
перес$кающимисл прямыми. 

Во всякомъ треугольник — три стороны и три угла; какъ 
т$, такъ и другя условились называть частями ') треугольвика; 
елфдовательно во всякомъ треугольник$ есть частей. 

Каждую сторону треугольника, по произволу, можно принять 
за основане, а разетояне противоположной ей вершины до осно- 

1) Часть треугольника въ сущности не можеть быть ни лин1ей, пи угломъ, 
вотому что часть цфлаго всегда однородна съ свонмъ цфлымъь; поэтому не- 
правильно называть бока и ‘углы треугольника его частями, но выражеше это 
всфми принято. Вмфсто части треугольника, правильн$е употребить элемситы 
треугольиика. 
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вашя называется высотою треуголь- 
и вика. Поэтому въ треугольник $ АВС 

основан1е есть АС, а ВШО.— высота, 
полагая, что БШ перпендикулярна 
къ 4С; если жъ принять ВС за 
основане, то перпендикуляръ къ 
ней АР будетъ высота. Въ пер- 

вомъ примрф высота ВЛ падаетъ внутри треугольника АВС, а 
во второмъ примфрф высота АР падаетъ вн треугольника АВС. 

ПрЕдложенгЕ. 

$ 87. Сумма внутреннихь улов; треуюльника, равна двум 
прямым мламз. 

Предложене это составляетъ частный. случай предложенля, 
опред$ляющаго сумму внутреннихъ угловъ всякаго многоуголь- 
ника ($ 53). ДЪйствительно, число сторонъ треугольника равно 
3; слЪдовательно сумма внутреннихъ угловъ треугольника равна 
двумъ прямымъ, повтореннымъ три безъ двухъ, (3—2), раза, или 
| разъ; и такъ получимъ два прямыхъ. 

Примъчане. Вотъ другое доказательство этого предложеня. 

Возьмемъ какой нибудь треугольникъ АВС. 
Продолжимъь сторону АВ, и черезь точку 
В проведемъ прямую ВЕ, параллельную 
боку АС. Вел$детне параллельности линй 

АСи БЕ, пра сЪкущей АД, инфемъ равные 
ИИ ®  соотвфтетвенные углы 

ДА=ЕОВЕ 

а при сБкущей БС имфемъ равные внутренние противополож- 
ные углы 

Фиг. 51-я. 

ДС=Е СВЕ. 

Сумма послдовательныхъ угловъ при точкф В, по одну 
сторону праной 40, равна двумъ прямымъ угламъ, т. е. 

АВС+ССВЕ-+ (ОВЕ= 34, 
слфдовательно ДАВОСЕ А = 34. 

Сумма вафшнихъ угловъ треугольника, какъ и всякаго мно- 
гоугольника, равна четыремъ прямымъ ($ 52). 
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8 88. Сльдетвие Г. Дополнешемь до двухъ прямыхь къ 
суми угловъ 4 и С треугольника АВС (фиг. 51) служить 
трелй уголъ АВС, который служитъ тавже дополненемъ до 
двухъ прямыхъ и внфшнему углу СВО ($ 31); слдовательно 
[СВ,=ДА-ЕС (8 34), т. е. внышми уюль треуюл- 
ника равень суммъ двуть внутренних 911065 с5 нимь не- 
смежныт5. 

$ 89. Сл детв!е П. Если два ума треуюльника соот- 
вътственно равны двумё пламъ друюю треутюльника, то и 
третьи умлы равны между собою; потому что эти послфдие 
углы будутъ имфть равныя дополненя до двухъ прямыхъ, именно 
суммы остальныхъ двухъ угловъ. 

$ 90. Сльдетвье ПТ. В& треуюльникь только один 
Мол можеть быть прямымь или тупыме. 

На основавши этого свойства, треугольники, по угламъ, дЪ- 
лятся на три рода. 

Треугольникъ называетсл ирямоуюльным» треулольникомв, 
я если въ неиъ есть прямой уголь. Причемъ 

С бокъ, противолежащй прямому углу, назы- 
В вается ипотенузою, & остальные два бока — 
`` _ катетами. Такъ, если уголь А прямой, то 

а “В ВСЫ— ипотенуза, а АСи АВ — катеты. 

$ 91. Вз прямоуюльномз треуолиникь сумма острыть 
/лловз равна прямому улу; потому что сумиа угловъ во вея- 
комъ треугольникз равна двумъ прямымъ. 

Треугольникъ вазываетсл тупоуюльнымь треуюльникомз, 
если въ немъ есть тупой уголъ. 

Въ остроулольномь треугольникЪ всБ углы острые. 
Треугольникъ, въ которомъ нфтъ прямаго угла, называется 

хосоуюльнымз; слфдовательно косоугольный треугольникъ мо- 
жетъ быть тупоугольный и остроугольный. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 92. Равным умамь треуюольника противолежать рав- 
ные бока. 

Возьмемъ треугольникъ АВС и положимъ, чо Д А=АВ; 

докажемъ, что ВС = С (фиг. 53). 
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Вообразимъ, что уголь С раздфленъ пополамъ прямою СО, 
тогда въ треугольникахъ АСР и ВСО, ииющихь по два 

равные угла, именно 4А= В, АСШ= ВСО, 
Фиг. 53-8.  трешй уголь АДС =/ СЬВ (8 89). При та- 

кихъ усломяхъ, если согнемъ чертежъ на лини 
СХ, какъ на оси, тогда, по равенству угловъ. 
при С, прямая СВ пойдетъ по СА; а по ра- 
венству прямыхъ угловъ, прямая ДВ пойдетъ 
по 0.4; поэтому точка Б, будучи одновременно 

на двухъ прямыхь АС и АП, совпадетъ съ 
пересфченемъ ихъ А, слёд. АС = СБ. 

Заяфтииъ, что СО, дфлящая пополамъ уголь С треуголь- 
ника АВС, перпендикулярна къ АВ; притомъ, она дфлитъ по- 
поламъ бокъ АВ, ибо ОВ совмфетилась въ ДА. 

Вообще прямая, дфлящая какой нибудь уголъ пополамъ на- 
зывается равно-дълящею уюлз. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

6 93. Равнымз бокамь туеуюльника противолежатвз рав- 
ные умы (фиг. 53). 

Пусть въ треугольникё АВС бокъ АС = ВС; доважемъ, 
что /В=ДА. 

Вообразимъ, что уголь С раздфлевъ пополамъ прямою СО; 
на бокахъ равныхъ угловъ АСР и ВСЮ отложены равныя 
части Ср= СО, СВ = СА, и точки отложения соединены пря- 

мыши ВЛ и АО; то эти соединяющия прямыя съ равными 60- 
ками. ВСи АС образуютъ равные углы В и А ($ 24). Также 
[ВЬС=(АрОС (8 24); слфд. прямая СШ, равно-дфлащая 

уголь С’ треугольника АВС, перпендикулярна къ АВ. 

$ 94. Треугольникъ, въ которомъ дв$ стороны равны между 
собою, называетсл равнобедренныме. 

Въ равнебедренномъ треугольникЪ сторона, неравная двумъ 
другимъ, чаще ‘принимается за основане. 

Всяфдетые предложеня параграфа 93-го, вз равнобедрен- 
номз треуюльникъ, умы при основами равны между собою. 
Высота проходить черезь середину основанля и дълитз по- 
полам5 уюлз. при вершинъ, что ясно изъ доказательства пред- 
ложеня параграфа 93-го. 



Треугольникъ, въ которомъ всф стороны равны между во- 
бою, называется равностороннимз. 

А какъ равнымъ боваиъ треугольника противолежатъь рав- 
ные углы, То въ равностороннемъ треугольникВ вс углы` также 
равны между собою. Поэтому, равностороний треугольникъ есть 
ВЪ то же время и равноуюльным. 

Равностороный треугольникъ, по причин$ равенства его уг- 
ловъ, называется также правильным треуюльникомз. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

8 95. Большему уму вь треуюльникь противолежить 
больиий бокз. 

Возьмемъ треугольникъ АВС и положииъ, что (САВ> СС; 
докажемъ, что бокъ ВС> АВ. Въ боль- 

Фиг. 54-я. шемъ углф нанесемъ меньший при 6б0кё АС 
-в и вершин$ 4: положимъ, что уголь САД = С. 
ГА Въ треугольник$ АСШ противъ равныхъ уг- 
Г оь ловъ Си А лежатъ равныя стороны 4) = Ср 

И № (8 92). Прямая АВ короче ломанной 4АДВ, т. е. 

ЕЩЕ АВ<АЬ+ В; 
поставивъ, вифсто 4), ей равную СД, получимъ 

АВ< СО- ВО или АВ< ВС. 

ПРЕДЛОЖЕНТЕ (ОБРАТНОЕ). 

8 96. Большему боку в ‘треуюльникь противолежите 
больший ул. 

Пусть въ треугольник АВС бокь ВС> АБ; докажемъ, 
что / ВАС> ГС. Па большемъ бокЪ, отъ вершины В, ване- 

сешъ меньшй бокъ; путь ВО = АБ, 
Фиг. 55-я, при чемъ точка Г должна находиться 

между точками ВБ и (С; поэтому пря- 
мая АШ будеть лежать въ угл ВАС; 
значить / ВАС> { ВАШ; а этотъ по- 
слВднй равенъ углу АРВ, ибо въ тре- 
угольникё АВШ противъ равныхъ 00- 

ковъ лежатъ равные углы ($ 93); притомъ уголь АДБ, какъ 
внфшей для треугольника АСТ) больше несмежнаго съ нимь угла 
С ($ 88): сл$л. и подавно (ВАС>СС. 
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8. Равенство треугозьниковъ; части достаточвыя для ихъ опредфлевя. — Два 
треугольвика равноугольны, когда ихъ стороны взаимно и соотвфтственно. пер- 

ревдикулярны или пзразлельны. 

$ 97. Слходственными умами двухъ треугольниковъ назы- 
ваются углы, лежащ!е про- 

Фиг. 56-я. тивъЪ равныхъ сторонъ, одинъ 
В —^— в’ въ одномъ треугольник, 

Ри р другой въ другомъ; а с20д- 
А. ее с’  ственными боками назы- 

ваются стороны, лежащя 
противъ равныхъ угловъ. Такъ, если бокъ АВ = А’Б’, то уголь 
С сходетвенный съ С’. Если уголь А = А’, то стороны ВС и 
В’С’ будутъ сходственныя. 

ПрРЕДлОЖЕНТЕ. 

в 98. Если двъ стороны и заключаюцийся между ними 

уюлз 65 одномз треуюльникъ равны, порознь, двумз сторо- 
намг и уму между ними в5 друюмь трелольникъ, то 

остальныя стодственныя части равны между собою и тре- 

уюльники также равны ($ 85). 

Пусть АВ= АВ’, ВС=ВС и (В=ДВ; 
доказать, что 1) 4б=АС, /А=ИА, С=С. 

На сторовахъ равныхъ утловь В и В’ отложены‘ рав- 
ныя части ВА = ВА, ВС= БС’, и точки отложеюя соеди- 
нены прямыми АС и 4’С’; слфд., на основани предложеня 
$ 24, эти соединяющия прямыя будуть раввы между собою, 
г. е. АС = АС’, и съ равными боками образуютъ соотвфт- 
ственно равные углы, т. е. /А=И Аи ДС=ДС’. 

2) Наложимъ треугольникъ А’В’С’ на треугольникъ АВС 
такъ, чтобы вершина В” совпала съ вершиною В, а бока В’А’ 
и ВС’ потли бы по бокамъ ВА и ВС; это возможно по ра- 
венству угловъ В и В’, а по равенству боковъ В'А’= ВА и 
В'С’= ВС, точка А’ совпадаеть съ А; и С’вь С, а вел%д- 
сте этого и прямая .4’С” совмфетится съ АС; поэтому тре- 
угольникъ 4’В’С” равенъ треугольнику АВС ($ 85). 

. ‘ 

5 99. Слфдетв1е. Если два катета одною треуюль- 
ника равны, порознь, двумз катетамз дууюю ‘треуюлъника, 



а 

то остальныя сходственныя части равны между собою и 
самые треуюльники равны. 

И дЬйствательно, углы, заключающиеся между катетами, 

равны между собою, какъ прямые. 

ПрЕДтО ЖЕНЕ. 

$ 100. Если сторона и прилежаиие кз ней два ума 
одною треуюльника равны, порознь, сторонь и прилежа- 
щимь кз ней лламз въ друюмь треуюльникь, то остал- 
ныя сходственныя части равны между собою и самые тфре- 7 
Члюльники равны. 

Пусть АСбС=А’С, уголь А= А и уголь С = С’; дока- 
жемъ: 

1) Ч АВ= АВ, ВС=ВСи ИВ=(В’. Наложимъ 
треугольникъ 4’В’С’на АВС такъ, чтобы вершины Аи С’ 
совыфетились, первая съ А, а вторая съ С; это возможно по равеству 
сторонъ АС и 4’С’. По равенству угловъ А и 4’, сторона 4’В’ пой- 
деть но 4В; а по равенству угловъ Си С’, сторона С’В’ по СВ. 
Поэтому точка В” должна одновременно лежать на двухъ прямыхъ 
линяхъ, АВ и СВ, елфдовательно она упадетъ въ точку ихъ 
пересфченл В. Итакъ, АВ=АБ’, ВС=В’С’, потому что 
концы этихъ лин совифетились; а также /В=С В’, потому 
что вертины ихъ и бока совмЪетились. Впрочемъ, равенство угловъ 
В и В’ слёдуеть непосредственно, безъ наложения, изъ зам%- 
чан!я, сдфланнаго въ $ 89. 

2) Треугольники также равны, потому что ихъ вершины и 
бока совы щены, 

$ 191. Сльдств1е. Если катетз и прилежащий острый 
уюль одною треуольника равны, порознь, катету и прилежа- 
щему острому лу в5 друюмз треуюлиникь, то остальныя 

сходственныя части равны и самые треуюльники равны. 

Прямые углы треугольниковъ равны между собою, слфд. 
находимея въ усломяхъ предъидущато предложения (5 100). 

ПрЕДЛОЖЕНИ/Е. 

$ 102. Если сторона ш два каше нибудь ума одною 

треуюльника равны, порознь, сторонь и двумь умамз в5 
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друюмз треуюльнииь, притомз, если эти стороны сход- 
ственныя, то и остальныя сходсэтвенныя части равны между 
собою и самые треуюльники равны. 

Положим /А=ИА, [В=(В’ и АС=А’С.. Доказать, 
что ИС=/С’, АВ=А’В’, 

А ВС =В’С. Треме углы С 
ен и т во г межлу собою 

ь- . Итакъ, въ треуголь- 
А а Ва. никахъ АВС и АВС, 

АС = А’С’ и два прияе- 
ваще угла соотвфтственно равны, /А=/ 4, Д/С=/С; шо 
этому имфемъ услов1я предложентя $ 100. 

* Примпчанме. Для равенства треугольниковъ недостаточно 
равенства двухъ угловъ и какой-нибудь стороны въ треуголь- 
никахЪ; необходимо, чтобы равныя стороны были сходственныя, 
т. е. лежали противъ равныхъ угловъ. 

Возьмемъ какой-нибудь треугольникъ АВС. При точкф С 
на бокъ СА вообразимъ уголь АСШ, равный углу АВС. Срав- 

нивая части треугольниковъ АВС и АСФ, 
Фит. 57-4. находимъ, что сторона АС и два угла А и 

р В треугольника АВС соотвфтетвенно равны 
сторонф АС и двушъ угламь А и АСО тре- 

\ угольника АСО; но очевидно, что он при- 
а. надлежать совершенно разнымиъ треугольникамъ. 

. х. Здфеь равныл стороны АС = АС не сход- 
ственныл, ибо противъ АС въ треугольник$ 
АВС лежать уголь АВС, а въ треугольник® 

АПС противъ нея лежитъ уголь 1); углы же эти неравны, 
потому что / АВС, какъ внёшай для треугольника АВС, больше 
угла 1). 

$ 103. Сльдетве Т. Если катеть и противолежаиция 
ему острый уюлз одною треуюльника равны катету и 
противолвжащему острому уму друюю треуюльника, то 
остальныя сходственныя части равны между собою и самые 
треуюльники равны. 

Дъйствительно, кромф острыхъ угловъ, равныхъ по условио, 
прямые углы равны между собою, притомъ катеты по условию 
сходетвенные; слЪд. находимся въ условяхъ предложения $ 102. 
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$ 104. Сяьдетв!е П. Если ипотенуза и острый уоль 
однозо треуюльника равны итотенузъ и острому щлу дру- 
100 треуюольника, то остальныя сходственныя части равны 
между собою и самые треуюльники равны; потому что прямые 
углы равны между собою; слфд. ипотенузы суть сходетвенныя 
стороны и на основами предложеня 8 102, остальныя сход- 
ственныя части и треугольники равны. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 105. Если три стороны одною треушюльника равны, 
`порознь, сторонам друюю треуюльника, то и сходственные 
Чиаы равны между собою и треуюльники равны. 

Пусть въ треугольникахъь 4ВС и А’Б’С’, АВ =АВ, ВС = 
.ВС’и АС=А’С.. Докажемъ: 1) что { ВАС=И А’, ДАВС = В’ 

Фиг. 58-я. 

„>“ 
.7” 

я /АСВ=(С’. Треугольникъ А’В’С” перемфстииъ  такъ, 
чтобы точки Ми С’ соотвфтетвенно совмфетились съ точками 
А и С, а вершина В’ пришлась бы по сю сторону бока .4С; 
пусть О означаетъ принятое положене точки В’; слфдовательно 
треугольникъ 4’С’В’ перемфетилея въ АПС, и бокъ АБ’ = 
АУ, В’С’= СО. Такъ казъ, по условю, бокъ АВ= АБ’ и 
Ар= АВ’, то АВ= АО; слфд. треугольникъ АВО равнобед- 
ренный, а потому (5$ 93) 

ДАВЬ = АВВ; 

а велфдетв!е равенства ВС = СО, на основанш 8 93, въ тре- 
угольникё ВСО 

(РВС =и ВОС; 
поэтому „ АВО+АОВС=ААРВ-АВЬС 
али ГАВС=ЕАОС; 
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а на основанши построеня, Д АДС=АВ’. Итакъ, въ тре- 
угольникахъ АВС и АВ’С’ пыфемъ АВ=АВ, ВС=ВС,, 
ДВ=о В’, слёд. находимся въ усломахъ предложеня 6 93. 

$ 106. Примъчаще. Обратное предъидущену предложеню 
вообще не вфрно, т. е. если углы одного треугольника равны 
угламъ другого треугольника, то изъ этого не слфдуетъ заклю- 

чать о равенствф сторонъ треугольниковъ. 
Фиг. 59-я. Й дЪйствительно, проведя хорды ОЕ и РС 

въ треугольникф АВС параллельно боку АС, 
получимъ треугольники ВОДЕ и ВЕС, въ 
которыхъ углы равны угламъ  треуголь- 
вика АВС, какъ соотвфтетвенные при 
параллельныхь лишяхъ АС, ФЕ и ЕС, 
и сфкущей АВ, съ одной стороны, и с$- 

кущей ВС съ другой, а уголь В — общ веБмъ треугольни- 
камъ. Между тфиъ, очевидно, что сходственныя стороны и самые 
треугольники не равны. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 107. Если двъ стороны и уль, противолежащай 
большей ‘изъ нитз, одною треурюольника гавны, порознь, двум 
сторонамь и улу, противолежащему большей изь этихз сто- 
ронз, вв друюмз треуюльникъ, то остальныя сходственныя 
части равны между собою и самые треуюльники равны. 

Пусть въ треугольникахъ АВС и АВ’, АВ=АВ,, 
ВС=ВС, ГА=ИА, ВС> АБВ, сл. и ВС > АБ’; надо 
доказать, что сходетвенныя части и треугольники равны. 

Наложимъ треугольникъ ’В’С’ на треугольникъ АВС такъ, 
чтобы вершина 4’ совпала съ вершиною 4, бокъ АБ’ пошель 
бы по боку АВ; по равенству этихъ бошовъ, вершина Б’ с0- 

Фиг. 60-я. 

впадетъь съ вершиною В; по равенству угловъ А и 4’, бокъ 
А4’С” пойдетъь по боку АС; слЪд. вершина С’ будетъ лежать на 
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бок АС или на его продолжени. Надо доказать, что вершина 
С” совпадаеть съ вершиною С; положимъ противное и пусть, 
наприм$ръ, точка С’ упала въ точку С”. Соединивъ точку С” 
съ точкою В, получимъ треугольникъ АВС”, который пред- 
ставлястъ перемфщевный треугольникъ 4’В’С”; слёд. ВС”=В’С; 
а какъ по условю, бокъ В’С’= ВС, то заключаемъ, что 
ВС” = ВС. Поэтому треугольникъ ВСС” равнобедренный, сл$д. 
Д(=рВС”С; во этотъ послёдй угодъ есть внЪфшаЙ для 
треугольника АВС”; слёд. { ВС"С> ДА, значить и (СО>ГА, 
что прот:.вно условю. Итакъ, нельзя допустить, что вершина С” упа- 
детъ въ точку С” по сю сторону точки С. Такъ же объяснимъ, 
что вершина С” не можетъ находиться на продолжени АС, т. е. 
по другую сторону точки С, Велфдетве всего выше сказаннаго, 
ори наложени треугольника .4’Б’С’ на АВС, вершива С’ упа- 
детъ въ вершину С, и треугольникъ 4’В’С’ совифститея съ тре- 
угольникомь АВС; значить АС=А’С, [АВС=САВС и 
е= С. 

* Примпчаще. Посмотримъ, можно ли сдфлать заключене о 
равенств® треугольниковъь во всфхъ частяхъ при условш, что 
двЪ стороны и уголь противолежащй меньшей изъ вихъ одного 
треугольника равны, порознь, двумъ сторонамъ и углу, противо- 
лежащему меньшей изъ вихъ въ другомъ треугольник? 

Возьмемъ треугольникъ АВС и положинъ, что АВ < ВС, 
сд. и ДС <СА. Изъ вершивы В проведем ВО! АС. 

Отложимъь ОР= АО; такъ какъ ваклонвал 
АБ меньше наклонной ВС, то точка Ё упа- 
деть между точками Ди С (851, 3-я). Въ 
треугольникахъ 4ВСи ВСЕимфемъ АВ=ВЕ, 
ВС=ВС, (0=101С<1Г4А; значить 
двф стороны одного треугольника равны, по- 
рознь, двумъ сторонамъ другого треугольника 

и углы, противулежание меньшимъ сторонамъ, равны; но очевидно, 
что треугольникъ АВС не равенъ треугольнику ВСЕ. 

Фиг. 61-я. 

$ 108. Слёдетвте. Если имотенуза и катетз одною 
трелольника равны, порознь, ипотенузь и катету друюю 
трелюольника, то остальныя стодственныя части равны между 
собою и треуюльники равны. 

Дйствительно, ипотенуза лежатъ противъ прямаго угла, & 
катетъ противъ остраго, елфд. первый уголъ больше втораго, и 

4* 
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онъ равенъ прямому углу въ другомъ треугольник; слфд. нахо- 
димся въ усломяхъ предъидущаго предложения ($ 107). 

$ 109. Мы видфли, что треугольники равны, если въ нихъ 
соотвфтетвенно равны: 

1) двЪ стороны и между ними уголъ ($ 98), 
2) сторона и два прилежаще къ ней угла ($ 100), 

3) два угла и сходственная сторона (8 102), 
4) три стороны (8 105), 

5) двф стороны и уголъ противъ большей изъ нихъ #8 107), 
6) ипотенуза и острый уголъ (8 104), 

%) ипотенуза и катетъ ($ 108), 
8) Катетъ и уголь прилежащий (8 101) или противоле- 

жащй (8 103). 

Слфдовательно, каждыя изъ упомянутыхъ частей опредфляютЪ 
треугольникъ. Наприифръ, треугольникъ вполнф опредфленъ, 
если даны по величинф двф стороны и уголь между ними; 

потому что вс треугольники, построенные съ соблюденемъ этого 
условя, будуть во вефхъ частяхъ равны и слфдовательно соста- 
вятъ одинъ и тотъ же треугольнивъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 110. Если в5 двухз треуюльникаль деъ стороны одноло 

соотвътственно равны сторонамз друюю треуюльника, а 
умы между ними не равны, то большему уму противоле- 
жить и большая сторона. 

Пусть въ треугольникахъ АБС и АБ’С’ бокъ АВ = АР’, 
ВС=ВО, 8 / АВС> [ АБ’С;; докажемъ, что бокъ АС больше 

бока 4’С’. Наложимъ треугольникъ 
А’В’С’ на АВС такъ, чтобы рав- 
ные бока 4’Р’и АВ совмфетились: 
бокъ В’С’ пойдетъ внутри угла АВС, 
потому что /В’< ДАВС; пусть 
ВЛ означаеть бокъ Р’С’; слёд. 
Ар=А’С’. Поэтому, докажемъ, что 

Ар АС. Соединимъ точки С и ШО прямою СО, а изъ ея 
середивы Р возставимъ перпендикуляръь къ СР: онъ пройдеть 
черезъ точку В, ибо ВС=ВС ($ 55). Точка А лежитъ внЪ 
этого перпендикуляра; слЗд. она ближе къ тому концу Л прямой’ 

Фиг. 62-я. 



СО, который съ точкою „4 находится по одну сторону перпен- 
дикузара ($ 54, 2-я); слёд. АД< АС. 

Предъидущее доказатель- 

Фиг. 63-я. ство выведено въ томъ пред- 
положении, что, при наложе- 
ни треугольника 4Б’С’ 
на  треугольникъ АВС, 
точка С’ пришлась въ точк$ 
 внъ треугольника АВС; 
но оно примфняется слово 
ВЪ СЛОВО И КЪ Тому случаю, 

когда точка С’ придется въ точкф О внутри треугольника А.В С, 
какъ показано на приложенной фигур. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 111. Если в5 двухз треуольникахь двъ стороны соот- 
вътственно равны, а третьи стороны не равны, то большей 
сторонъ противолежитз больший уюлз. 

Положимъ, что въ двухъ треугольникахъ АВС и АБ’С, 
АВ=АВ, ВС=ВС и АС> А’С’ надобно доказать, что 

(В> 1 В’. Нельзя допустить, что ( В = В’, 
Фиг. 64-я. потому что тогда будемъ имфть услов1я пред- 

ложеня, пзложеннаго въ 8 98; слЪфд. АСи 
В А’С’ были бы равныя, что противно услов!ю. 
я . Нельзя также положить, что уголъ / В < СВ’, 

м потому что тогда, на основаши предложеня, 

в’ С изложеннаго въ $ 110, надо допустить, что 

„/\ сторона, лежащая противъ угла ВБ, меньше 

| 
А 

стороны противолежащей углу Б’ т. е. 
АС< АС’, и это противно условно. Итакъ, 
уголъ В не можетъ быть ни равеяъ углу В’, 

С ви меньше его, слёдовательно. уголь В 
больше угла В’. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 112. Если стороны одною треуюльника параллельны 
сторонамь друюю треуюльника, то улы этихь треуол- 
никовз соотвътственно равны. 
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Мы уже видЪли, что два угла, которыхъ бока параллельны, 
равны между собою или взаимно дополняютъь другъ друга до 
двухъ прямыхъ (8 718). 

1) Положимъ, что веф углы одного треугольника дополняютъ 
до двухъ прямыхъ углы другого треугольника; тогда сумма воъхъ 
шести угловъ въ обоихъ треугольникахъ составитъ 6 прямыхъ, 
а` это невозможно, потому что сумма угловъ въ треугольник® 
равна двумъ прямымъ, а въ двухъ треугольникахъ — четыремъ 
прямымъ. 

2) Положимъ, что два угла одного треугольника служатъ 
дополнетемъ до двухъ прямыхъ двумъ угламъ въ другомъ тре- 
угольникЪ, а третьи углы равны между собою: сумма первыхъ 
четырехъ угловъ составить четыре прямые, слфдовательно сумма, 
всфхъ шеети угловъ будетъ больше четырехъ праямыхъ, что не- 
возможно. 

3) Нельзя положить, что одинъ уголъ служитъ дополненемтъ 

до двухъ прямыхъ углу въ другомъ треугольникЪ, а два осталь- 
ные угла въ обоихъ треугольникахь равны между с0б0ю; по- 
тому что равенство этихъ посл$днихъ влечетъ равенетво и пер- 
выхъ (5 89). Въ одномъ только случа$ одинъ угояъ можетъ слу- 
жить дополнешемъ до двухъ прямыхъ другому углу, когда эти 
углы прямые; но все-таки они равны между собою. 

Итакъ, углы одного треугольника равны угламъ другого тре- 
угольникл. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 113. Если стороны одною треушльника перпендику- 
лярны сторонамз друюолю треуюльника, то умы этихь тре- 
Польников5 соотвътственно равны. 

Извфетно, что два угла, которыхъ стороны взаимно пер- 
пендикулярны, равны между собою или служатъ другъ другу 
дополненемъ до двухъ прямыхъ, на этомъ основани объяснене 
будеть то же, что и въ предъидущемъь предложении. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 114. Хорда треуюльника, проведенная параллельно 
ею основанию черезз середину одною бока, раздъляеть дру- 
30 бокз пополамз и равна половинъ основаня. 



ВЕБЕ 

Возьмемъ кавой нибудь треугольникъ АВС; пусть точка Ш 
означаетъ середину бока АБ; прове- 

Фиг. 65-я. демъ хорду ОЕ параллельно основанию 
АС; докажемъ, что 

1) ВЕ= СЕ, 
2) РЕАС. 

Черезъ точку О проведемъ пря- 
мую ОС’ параллельно боку ВС, по- 
лучимъ треугольникъ АОС’ равный 
треугольнику ВОЕ; дфйствительно, 

АР = ВФ, по условю, [ А=А ВШЕ, какъ соотвЪтственные при 
‘параллельныхъь лишяхъ ДРи АС и свкущей АВ, / АДС = (В, 
какъ соотвфтственные при параллельныхь ОС и ВС при той 
же сфкущей АВ; поэтому 

ВЕ=рОС. 

Части  параллельныхъ, заключаюцщияея между параллельными, 
равны между собою (5$ 74), значить 

Оа = СЕ. 

Изъ послфднихъ двухъ равенствъ заключаемъ, что ВЕ=СЕ. 

Изъ равенства тЪхЪ же треугольниковъ ймфемъ 

ФЕ= АС, 
|: (1 РЕ= Са ($ 14); 
слфд. АЗ = СС; отсюда слБдуетъ, что Аб ={АС; слфдов. 

9. Четыреугольниви. — Трапеция, ея основан!я и высота. — Свойства хорды тра- 
пеца, проведенной параллельно основанмямъ черезъ середину одного изъ бо- 
ковъ. — Параллелограммъ: равенство противолежащихъ угловъ въ параллело- 
грамм%; свойства его д1атоналей. — Равенство параллелограммовъ. — Ромбъ или 
лозанжъ и прлмоугольникъ. — Свойства ихъ д1агоналей. — Равенство ирямо- 

угольниковъ. — Квадратъ. 

$ 115. Извфетно ($ 84), что четыреугольникомъ называется 
часть плоскости, ограниченная четырьмя пряивми, взаимно пере- 
сфкающимися; или четыреугольникъ есть многоугольникъ о че- 
тырехъ бокахъ. 
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Суниа внутреннихъ угловъ четыреугольника равна четыремъ 
прямымъ, потому что 4 стороны безъ двухъ составляютъ 2; сл$- 
довательно, для получентя суммы внутреннихъ угловъ, надобно: 
два прямые повторить 2 раза ($ 83), получимъ четыре прямые. 

$ 116. Трапешя есть четвероуольникь, в котором 
двъ стороны параллельны, а остальныя двъ не параллельны. 

Такъ, если АБ параллельна СДО, а 
Фит. 66-я. АС не параллельна ВЛ), то четвероуголь- 

с. ь никъ АВШС — трапещя. 
й | Основамями трапеши вазываются два. 

А в параллельные его бока, АВи СР; а вы- 
сотою — разстояше между основан1ями, такъ, 

если СЁ перпендикулярна къ 46, то СЕ— высота трапеции. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 117. Хорда трапеши, проведенная параллельно ея ос- 
новамямз черезь середину одною бока, раздъляеть далональ 
и друюй бокз пополамь, и равна полусуммтъ основан. 

Пусть АВРС — трапещя, въ которой АВ параллельна СХ, 
ВС — ея длагональ. Черезъ середину М 
бока АС проведемъ хорду ММ парал- 

\ лельнс основашямъ АВ и СШ. Дока- 

е Е в 1) че 60=ВО в ВМ=ЬХ. 
Такъ какъ въ треугольник АВС хорда МО, проведен- 

ная черезъ середину АС, параллельна основамю АВ, то СО=ВО. 
($ 114). Въ треугольник$ ВСЛ точка О есть середина бока 
ВС, и ОМ| СЪ, то ВМ= РМ ($ 114). 

2) Докажеяъ, что МУ=1(АВ- СЛ). 
На основани 8 114 изъ треугольника АВС иифемъ 

Фиг. 67-я. 

изъ этихъ равенствъ слфдуетъ 

Мо+0М=1(АВ+ СР) 
ван ММ = КАВ-+ СТ). 



8 118. Сльдетв\е. Прямая, соединяющая середины не- 
параллельныхь боковз трапещи, параллельна ея основанямз. 

Дъйствительно, на основати предъидущаго предложения, пря- 
мая ливня, проведенная черезъ середину одного изъ двухъ не- 
параллельныхъ боковъ, параллельно къ основамямъ трапеции, 
должна пройти черезъ середину другаго бока; слфд. она с0- 
вифетитея съ прямою, соединяющею упомянутыя середины, ибо 
положене прямой опредФляется двумя точками. 

$ 119. Параллелораммом называется четвероуюльникз, 
в которомь противолежашие бока параллельны по-парно. 
Каюкя нибудь двЪ параллельныя стороны параллелограмма назы- 
ваются основанлями, а разетояте между ниийи — высотою па- 
раллелограмма. 

ПрЕДЗОЖЕНИЕ. 

$ 120. Четыреуюльникь будетз параллелораммомз, есле 
двь противоположныя стороны ею равны и параллельны 
между собою. 

Пусть АВ равна и параллельна СЛ; докаженъ, что АС 
параллельна БО. Проведя длагональ СБ, получимъ треуголь- 

никъ АВС, равный треугольнику ВС), 
Фиг, 68-и. ибо { АВС= ВСР (811, 3-е), АВ=Ср 
ь „ и СВ — общая; лёд. [СВЬ=ЕАСВ 

(3 98), а потому АС параллельна БО 

ре. (8 65, 3-е). И такъ четыреугольникъ 
т ы АВГШС параллелограмиъ ($ 119), потому 

что стороны его АВ и СО, АС и БЬЮ, 
попарно параллельны. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 121. Четыреуюльнииь будетз параллелораммз, если 
противолежаийе ею бока по-парно равны между собою (фиг. 68). 

Пусть въ четыреугольник$ АВШОС, АВ = СЪ, АС= ВО; 
надобно доказать, что АВ | Сри АС | ВФ. 

Проведя длатональ ВС, получимъ два треугольника АВС 
и ВС, которыхъ сторовы соотв тственно равны: АВ = СО, 
АС = ВО, по условю, и ВС — общая обоимъ треугольникамъ. 
Сяфдовательно противъ равныхъ сторонъ АВ и СО лежатъ 
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равные углы АСВ и СВО; а также противъ АС и ВП де- 
жатъ равные углы АВС и ВСГ ($ 105). По равенству пер- 
выхь угловъ заключаемъ о параллельности боковъ АС и ВО 
(8 65, 3-е); по равенству угловъ АВС и ВСО о параллель- 
ноети другихъ двухъ боковъ АВ и СО; сл$довательно четверо- 
угольникъ АВОС— параллелограммъ (8 119). 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

8 122. В» параллелофаммъ противоположные бока, а 
также противоположные умы равны между собою. 

Пусть АВОС — параллелограмиъ, зна- 
Фиг. 68-в. чтъ АВ СО и АС| ВО. Извъетно 
С | р ($ 74), что части параллельныхъ, заключаю- 
рт. щ1ясл между параллельными, равны между 

я й собою; слёдовательно АВ=СО, АС=Вр. 
Углы 4 и ШГ равны между собою, 

потому что бока ихъ параллельны и оба 
направлены въ стороны противоположныя (8 78). Тоже скажемъ 
и объ углахъ Би С. 

8 123. Сльдетвте. Параллелораммз Флалональю дълится 
пополамз (фиг. 68). По равенству сторонъ: АВ=Ср, АС=ВО 
и общей ВС треугольникамь АВС и ВСО, самые треуголь- 
вики равны ($ 105). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 124. Димонали параллелофамма взаимно дълятся по- 
поламз. 

Пусть АВОС-— параллелограмиъ. Проведемъ длагонали АД 
и БС, и докажемъ, что АО= Ор, СО=ВО. 

Въ треугольникахъ 4АВО и СРО сто- 
ыы роны АВ и СШ равны ($ 122), и углы при 

——70 нить равны; [ВАО= ССОО, [АВО= 
Я (ОСО, какъ внутренве противоположные 

А В при параллельныхь лимяхъ и сфкущихъ 
АР и ВС; сл$Фдовательно и остальвыя 

схонетвенныя части равны (8 100). именно ВО=СО и 40=РО. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

$ 125. Если двъ стороны и улоль между ними однозо 
параллелорамма равны, порознь, двумз сторонамз и улу 
между ними в5 друюмз параллелораммъ, то остальныя части 
равны между собою, а также параллелофаммы равны. 

Пусть въ параляелограммахъ АВОС и АВ) С’, АВ=АВ, 
АС= АС и ДА=ИА.. 

Сперва докажемъ равен- 
ЗАТ. 201. ство угловъ, 4 (= С’. Уголъ 

е_ ига э› С дополняетъ уголь А до 
р. ‚ двухъ прямыхъ (371, 1-е); 
/ я по той же причинф уголь С’ 

А вл В’ служитъ дополненемъ до двухъ 
прямыхъ углу 4’; но углы 4 

и А’, по условию, равны между собою, слёдовательно С = С” 
(8 34). Также докажемъ равенство угловъ В = В’, О=Г.. 

Наложимъ параллелограимъ 4’В’О’С’ на АВОС такъ, чтобы 
концы бока А’Б’ совпали съ Аи В, — причемъь бокъ 4’С” 

пойдетъ по АС, ибо уголь 4’ = А, и точка С” упадетъ въ С, 
потому что 4’С’ = АС. Бокъ С’О’ пойдетъь но СШ, по равен- 
ству угловъ Си С’; по той же причин$ В’Г’ пойдетъ по ВО, 
ибо ( В’ = В. Значитъ точка Г’, будучи одновременно на двухъ 
прямыхь СШ и ВО, необходимо совпадетъ съ ихъ пересфче- 
вемъ 0. И такъ Ср= СГ’, ВО = ВГП и параллелограимъ 
А’В’О’С’ совифетится съ параллелограниомъ АВШС. 

$ 126. Возьменъ параллелограмиъ, въ которомъ двВ сиеж- 
ныя стороны, АВ и АС, равны между 
собою; тогда друмя дв$ стороны, СО 

и ВЛ, будучи соотвфтетвенно равны 

р и ’ первымъ ($ 122), равны и между 
собою. 

Такимъ образомъ получится четвероугольникъ, въ которонъ 
вс стороны раввы между собою; такой четвероугольникъ назы- 
вается ромбомъ (лозанжъ). И такъ, ромбь есть четвероуюль- 
никз, вз которомз всьъ стороны равны между собою. 

Изъ этого опредфлемя слфдуетъ, что ромбъ есть въ тоже 
время и параллелограммъ, ибо противоположныя его стороны 
параллельны ($ 121). Поэтому всЪ свойства угловъ и боковъ 

Фиг. 71-л. 

с 
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(8$ 122) и длагоналей (58 123, 124) въ параллелограмм% ири- 
надлежать также ромбу. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 127. Дииюнали ромба взаимно перпендикулярны (фиг. 11). 
Пусть АВОС — ромбъ; вадобно доказать, что длагонали 

АР и ВС взаимно перпендикулярвы. Велфдстве опредфлен!я 
ромба АВ=АС и ОВ= С; слфд. прамая АГ соединяетъ 
двё точки, изъ которыхъ каждая равно отстоитъ отъ вонцовъ 
В и С прямой ВС; поэтому АД перпендикулярна ВС и про- 
ходить черезъ ея середину (8 57). 

$ 128. Если въ параялелогранив одинъ уголъ, наприи%ръ, 
ВАС прямой, то и противоположный ему уголь ВОС также 

пряной ‚(5 122); уголь АСО также пря- 
мой, потому что прямая АС, будучи пер- 

с р пендикулярна къ АВ, перпендикулярна и 
къ параллельной ей СО ($ 12); по этой 
же причинв и уголь 4ВО прямой. И таБъ, 

А п  ВЪ параллелограми$ АВС ве углы пря- 
мые, если только одинъ его уголъ прямой: 

тавой параллелограммъ называетсл ярямоуюльникома. 

Фиг. 72-я. 

Поэтому прямоуюльникь есть такой четвероурюольникз, в5 
которомз всъ уйлы прямые. Отсюда слфдуетъ, что прямоуюль- 
никз есть в5 тоже время и параллелораммз; ибо противопо- 
ложныя его стороны параляельны. 

$ 129. Такъ какъ прамоугольникъ есть параллелограмиъ, 
то вс свойства угловъ, сторонъ и д1агоналей въ параллело- 
грамм принадлежать также и прямоугольнику. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 130: Даемоналиь прямоуюльника равны между собою 
(фиг. 73). 

Пусть АБШОС — прямоугольникъ; докажемъ, что длагональ 
АЛ = ВС. Въ треугольникахъ АСР и АСВ, между равными 
сторонами (Ср = АВ, АС — общая) заключаются равные пря- 
мые углы, / АСр= 1 САВ; слёдовательно остальныя сход- 
ственныя части треугольниковъ равны ($ 98), т. е. А)=ВС. 



ПрЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 131. Прямоуюльники равны между собою, если два 
смежные бока одною изз нить равны, порознь, двум» смеж- 
ным5 бокамз друюло прямоуюольника. 

Въ самомъ дфлЬ, углы между этими боками, какъ прямые, 
также равны; слфдовательно, на основаши предложена о равен- 
ствф параллелограммовъ ($3 125), заключаемъ о равенств$ прямо- 
угольниковъ. 

$ 132. Въ прямоугольник одна изъ сторонъ называется 
основащемз, а кругая, къ ней перпендикулярная, высотою 
(5 119); поэтому два прямоумюльника равны между собою, 
если у нить основашя и высоты, порознь, равны. 

8 138. Когда въ прямоугольник двф смежныя сторовы, 
АВ и АС, равны между собою, то и дв$ друпя, Ср и ВО, 

соотвфтетвенно равныя первымъ, и между с0б0ю 
Фиг. 73-я. равны ($ 122); такой четвероугольникъ назы- 

е р вается квадратомо. 
| И такъ, квадрат есть такой четвероуюль- 

р | ммкз, в8 которомз всф стороны равны между 
| собою, а лы прямые. Изъ этого опредзленя 
| слздуетъ, что квадратъ есть въ тоже время и 

А в  прямоугольникъ, ибо всф углы его прямые (8 123); 
а сл$д. квадратъ есть также и параллелограммъ, 

ибо прямоугольникъ есть параллелограммъ. Онъ въ то же вреия. 
есть ромбъ, ибо ве его стороны равны между собою. Поэтому 
вс$ свойства угловъ, сторонъ и длатоналей въ параллелограми%, 

въ ромбЪ и прямоугольник принадлежать также и квадрату. 



ОТДЪЛТЬ ТРЕТИИ. 

Круговая зин!л. 

10. Окружность, центръ, ражусъ. — Опредфлене позожешя окружности. — 
Д1аметръ, хорда. — Периендикуляръ, опущенный изъ центра ва хорду, дЪлить 
пополамъ какъ хорду, такъ и соотвфтствующую ей дугу и центральный уголъ.— 

Касатезьвая.— Разстоян!е отъ точки до окружности. 

$ 134. Озвачимъ ва плоскости произвольную точку О и 
черезъ нее проведемъ сколько угодно прямыхъ 4В, СО, ЕЕ 
и т. д.; По этимъ прямымъ отъ точки О отложимъ произволь- 

ныя, но рагныя части ОА = ОВ= ОС= ор 
Фиг. 74-я. ит. Д.; такимъ образомъ получимъ рядъ то- 

чекъ 4, В, С, О ит. д., равно отетоя- 
щихъ отъ точки О. Если вообразимъ, что 
опредфленная прямая ОЛ обращается около 
точки О такъ, что конець ея А оставляетъ 
слЪдъ, то получииъ кривую лин!ю, которой всЪф 
точки равно отетоятъ отъ точки О; лиюл эта 
называется окружностью или круовою лищею. 
Точка О называется центромз, а прамая 

ОА — рад%усомз; при чемъ О есть начало, а А — конец ра- 
д1уса. И такъ, окружностью или круювою линмею назы- 
вается такая кривая линля, которой всъ точки равно уда- 
лены отз одной точки. Эта точка называется центромз. Ра- 
0%усомз называется прямая, соединяющая центръ съ какою ни- 
будь точкою окружности. Очевидно, что всъ рафусы окруж- 
ности равны между собою. Часть плоскости, ограниченная 
окружностью, называется «ру/юм5. 

185. Очевидно, что отъ соединен1я центра 0 всякою р 
точкою, лежащею ввутри круга, получимъ диню меньшую ра- 
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д1уса; а отъ соединемя центра съ какою либо точкою, лежащею 
вн круга, получииъ разстояме больше рад1уса. Поэтому только 
точки окружности обладаютъ свойствомъ отстоять отъ центра на 
разстояни радтуса. Велфдетвые этого говорятъ, что чеометри- 
ческое мъсто точек, равно-удаленныхь отз данной точки, 
есть окружность (8 56). 

$ 136. Черезз данную точку А 
можно провести сколько уюдно окруж- 

/ / ̀̀  носте стоить только назначить про- 
] ' 

Фиг. 75-я. 

извольныл точки О, О’ит. д., соеди- 
нить иИХЪ СЪ точкою 4, и прямыя ОЛ, 
О’А и т. д. принать за радиусы, а 
точки О, О’и т. д. за центры; вс эти 

окружности пройдуть черезъ данную 
точку А. 

ПРЕДНОЖЕНИЕ. 

$ 137. Через двъ данныя ‘точки можно провести сколько 
Уюдно окружностей. 

Пусть даны дв$ точки Аи ВБ, 
Чаг 70-5. соединимъ ихъ прямою АВ. Изъ се- 

редины С прямой АБВ возставимъ 
перпендикуляръ къ АВ}; всякая точка, 
О, О’, 0"..., этого перпендикуляра 
находится въ равныхъ разстояняхъ 
отъ точекъ 4 и ВБ. Поэтому, если 
примемъ точки О, О’, О”.... за цен- 
тры, а ОД, О’А, О”А.... послфдова- 
тельно за радусы и опишемъь ими 
окружности, то вс онф пройдутъ че- 
резъ точки 4 и ВБ. 

Примпчате. Ве точки перпендивуляра ОС, возставлен- 
наго изъ середины прямой АВ, равно отстоять оть ея концовъ 
А и Б, а всякая точка, взятая вн этого перпендикуляра, 
неравно отетоить отъ точекъ 4 и Б ($ 54); поэтому 1еоме- 
трическое мъсто центровь окружностей, проходящихь через 



концы прямой, есть перпендикулярз, возставленный изъ сере- 
дины этой прямой. ь 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

8 138. Три точки, лежаийя не на одной прямой лини, 
опредъляютз окружность. 

1) Черезъ три точки 4, Би С можно провесть окруж- 
ность, если только онф не лежать на одной прямой. — Окруж- 

зость должна пройти черезъ точки А и В; слфд., на основа- 
ни предъидущаго предложен1я, центръ ея должевъ 
находиться на перпендикуляр$ ДО, возставленномъ 
изъ середины прямой АБ; окружность должна 

й пройти и черезъ точки Ви С; поэтому центръ ея 
с Долженъ находиться также и на перпендикуляр$ КО, 

возетавленномъ изъ середины прямой ВС. И такъ 
искомый центръ долженъ лежать въ пересфчени 
О упоманутыхъ перпендикуляровъ. Поэтому, если 

изъ серединъ прямыхьъ АБ и ВОС возставимъ перпендикуляры, 
которые, на основании $ 79, должны пересфчься, и точку пересЪ- 
ченя О соединимъ съ данными точками А, Ви С, то нолу- 
чииъ 04 = ОБ = ОС; слфд., если применъ точки О за центръ, 
& ОЛ за рад1усъ, то окружность пройдетъ черезъ точки 4, Ви С. 

Фиг. 77-я. 

2) Такъ какъ перпендикулары, возставленные изъ серединъ 
прямыхъ АБ и ВС, пересфкаются только въ одной точкЪ О, 
то нельзя вообразить другой окружности, проходящей черезъ 
три данныя точки, лежащя не на одной прямой. 

Примъчанме. Еслибъ три дан- 
ныя точки 4, Ви С лежали на 
одвой прямой АВС, то перпенди- 
куляры ДО и ЕО’, проведенные 
изъ серединъ прямыхъ АВ и БС, 
не вострЪтились бы ($ 66); сл$д. 
не получилась бы точка, равно 
отстоящал отъ точекъ 4, Ви С; 
значить и не бышо бы окруж- 
ности, проходящей черезъ эти три 
точки. 

Фиг. 78-я. 
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$ 139. Дуюю называется всякая часть окружности; на- 
прим$ръ: 4В, БС, СР, АЕШ суть дуги. Оче- 

Фиг. 79-я. — видно, что 06% душ одной и той же окруж- 
ности равны между собою, если концы этих 
935 совмъшаются; потому что и всф точки этихъ 
дугъ, находящяея между ихъ концами, тоже’ 6о- 
виЪстятся. Хордою называется прямая, соединя- 
ющая вонцы дуги; напримфръ прямая ВС есть 
хорда. 

Всякая хорда дфлитъ кругъ на двЪф части: каждая изъ нихъ 
называется сементом. И такъ, саментомь на- 

Фиг. 80-я. зывается часть круш, заключающаяся между 
тордою и соотвьтствующею ей дуюю; напри- 
ифръ ОЕРСО, РЕСШ. 

8 140. Оть соединешя центра съ концами 
какой нибудь дуги образуется уголъ, называемый 
центральнымъ. И такъ, уениральнымь умомз на- 
зывается уюлз, образуемый двумя радзусами; на- 
примёръ уголь ДОС. 

Секторомз называется часть крупа, заключающаяся между 

дуюю окружности и двумя радфусами, проходящими черезь 

концы этой дузи; напримфрь ОРГЕСО. 

$ 141. Улоль, которало вершина на окружности, а бока 
пересъкають ее, называется вписаннымь уломь 

Фиг. 81-я. 
р в окружности; наприи$ръ уголь АВС. 

я Узюлё, . называется вписаннымь вё с@- 
| ментиь, кода ео вершина находится на дуть 
А В самента, а бока проходять через концы этой 

, дузи; напримзръ уголь ЕСН — виисанъ въ 
сегментв ЕНОГ. . 

Очевидно, что уголъ, вписанный въ сегментф, будетъ ‘въ тоже 

время уголъ вписанный въ круг$. 

& 142. Мношуиюльнииз называется вписаннымь в5 прут, 

если всъ ею вершины находятся на окружности; наприм$ръ 

многоугольникъ 4БСОЕЕР. 
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При этомъ кругъь относительно многоуголь- 
Фиг. 825. ника называется описаннымь около многоуголь- 

ника. И такжё круз называется описанным 
около мноюуюльника, если ею окружность 

р 7р0ходитз черезз всь вершины посльдняло. 

В С 

$ 143. Даметромз называется прямая, 
которая проходить черезз цениръ и оканчи- 
вается на окружности. 

Поэтому даметръ состоитъь изъ двухъ радлусовъ, а сл$до- 

вательно вз крумь всь фаметры равны между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

$ 144. Даметуз раздъляетз пополамз какз окружность, 
такз и круг. 

Согнемъ плоскость на даметрф АБ (фиг. 80); веВ точки 
дуги АЕВ совпадутъ съ точками дуги АСВ; въ противномъ 
случаЪ точки окружности были бы не на равныхъ разетояняхъ 
отъ центра, — что невозможно. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 145. Даметрз больше всякой хорды вз томь же круть. 
Пусть АВ — даметрь, ОС — хорда; надобно доказать, что 

АВ больше ОС. Проведемъ радусы ДО и С0. 
Фаг. 805. Прямыя СШ короче ломанной СОШ, т. е. 

Сср<ро+ С0; 

а ккъ Д)О= 40, СО= ВО, какъ радуеы, то 

Ср<АО+ ВО пли СО< АВ. 

„Примъчанле. На основаши этого предложеня 
можно сказать, лто даметрз есть наибольшая 
хорда. 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 146. Перпендикулярз, опущенный изь центра на хорду, 
дълитз пополамз какз хорду, танз и соотвьтствующие ей 
центральный улюлз и ду. 



еб 

Пусть О — центръ окружности и ОД перпендикулярна къ 
хордф В); надобно доказать: что А)=дВ, 

Фиг. 83-я. /АОр=ирОВ, и дуг. АБ’ = дуг. ВГУ. 
Въ прямоугольныхъ треугольникахъ АОД и 

`ВРО ииотенузы равны АО= ВО, какъ рад!- 
усы; катетъ ОР — общ обоимъ треугольникамъ; 
слфдовательно остальныя части этихъ треугольниковъ 
равны между с0б0ю (5 108) и АД= ВБ; а 

также и углы, лежаш1е противъ вихъ, равны, (АОр=ироВ. 
Согнемъ чертежъ по лиши ОГ’: прамая ОВ пойдетъ по РА 
(8 29) и точка В совпадетъ съ 4, ибо ДВ = ОА); и такъ концы 

дуг ВО’ и АГ’ совпали, слфдовательно эти дуги равны между 
60б0ю. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 147. Прямая, соединяющая центрь сз серединою хорды, 
перпендикулярна кз этой тхордь и сльъдовательно (8 147) 
дълить пополамз соотвутствуюиие ей центральный уюлз и 
думу (фиг. 83). 

Путь Ар= ВО; докажемъ, что ОБ т АВ. Доказавъ 
это, на основаши предъидущаго предложеня заключимъ, что 
[А0р=ЕВОГ и что дуг. АО’ = дуг. ВГ,. 

Въ треугольникахь АДО и ВОО, сторона АД = ВО, по 
условю; АО= ВО, какъ радиусы; а ДО общая; сл$довательно, 
сходственные углы равны между собою (3 105), т. е. ( АрО= 
—=/ ВОО; а потому РО+АВ. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

6 148. Перпендикулярз, возставаенный кз хордъ изё ея 
середины, проходить черезз центр, и слъдовательно ($ 143) 

Фълить пополамь центральный 045 и дууу; соотвътствую- 

ичйе хордъь (фиг. 83). 

Радусы АО и ВО равны между собою; слфдовательно точка 

О равно удалена отъ концовъ прямой АВ; а потому она лежитъ 

на пернендикуляр$ !возстановленномъ къ этой прямой изъ ея сере- 

дины 0 ($8 55). 
5* 



овса 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 149. Прямая, соединяющая щентурз сз серединою души, 
перпендикулярна кз соотвутствующей хордъ, а слъдовательно 
дълитз пополам5 лорду и центральный уолз, соотвутствую- 
иийе дуиь (фиг. 83). 

Пусть [’ означаеть середину дуга 4Г’В; соединимъ 0’ съ 
центромъ О и докажемт, что прямая ОГ’, перпендикулярна къ 
хордё А.В. Согнемъ чертежъ по лини ОГ); но равенству дугъ 
БВ п ГА, точка ВБ совпадетъ съ точкою 2; поэтому и пря- 

мая ПВ совпадетъь съ ПА; отсюда заключаемъ, что / ОВ = 
—=/ ОЛА, и что ОД + АВ. 

ПрЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 150. Если черезз какую нибудь точку окружности 
провесть радбусг и перпендикулярз кз нему, то эта точка 
будетз одна только общею для перпендикуляра и окружности; 
всъ друия точки пернендикуляра будут» лежать внъ окруж- 
ности. 

Пусть ОА — радусъ, ВС — перпендикуляръ къ нему въ 
точк$ А; докажемъ, что прямая ВС и окружность имфютъ 

только одну общую точку А. На прямой 

Фиг. 84-я. ВС возьмемъ какую нибудь точку Ди 60- 
единимъ ее съ центромъ прямою ОД. Такъ 
какъ ОА перпендикулярна къ ВС, т% ОБ 

$ будетъ наклонною и слфдовательно больше 
рад1уса 0.4; отсюда елфдуетъ, что Ш ле- 

т е жить вн круга. Все сказанное о точкЪ 

 примфняется ко вефиъ тозкамъ прямой 
ВС, кромф 4, потому что О есть произ- 

вольная точка этой лини. И такъ, вс точки прямой ВС, за 
исключенемнь 4, лежать вн круга; слфдовалельно прямая ВС 
имЪетгъ одну только общую точку А съ окружностью. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 151. Прямая не можетз имъть сз окружностью болу- 
ие двухъ общихь точекз. 

Если черезъ двЪ кавя нибудь точви, взатыя на окружности, 
проведемъ прямую, то эта прямая будетъ имфть двф общйя точки 



съ окружностью. Если бы допустили, что прямая съ окружностью 
имфетъ еще третью общую точку, то, соединивъ эти три точки 
съ центромъ, получили бы три равныя лини ($ 134), прове- 
денныя изъ одной точки (центра) къ прамой, что невозможно 
(8 52). 

© 152. Изъ предъидущихъ двухъ предложев!й заключаенъ, что 
возможны только три положения прямой относительно окружности: 

1) прямая съ окружностью можеть вовсе не имфть общихъ 
точектз. 

2) прямая съ окружностью можеть имфть двЪ общйя точки, 
въ этомъ случав прямая называется съкущею. 

3) прямая съ окружностью можеть имфть только одну 06- 
щую точку, — такая прямая называется касательною, 
а общал точка — точкою касаная или прикосновеная. 

Поэтому касательною кз окружности называется прямая, 
имтющая одну только общую точку сз окружностью. 

Велфдегие этого опредфлемя, предложене параграфа 150 
можно такъ выразить: 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 153. Прямая, ироведенная перпендикулярно кз радёусу ве 
ею кони, есть касательная кз окружности. 

ПрРЕДлОЖЕНТЕ. 

© 154. Прямая, соединяющая центрз окружности сз точ- 
кою касанля, перпендикулярна кз касательной (фиг. 84). 

Пуеть ВС касательная къ окружности въ точк% 4; надобно 
доказать, что О.А, соединяющая точку касашя А съ центромъ О, 

перпендикулярна къ’ касательной ВС. Веф точки касательной, за 
исключенемъ 4, лежать внф круга ($ 150); слфдовательно раз- 
стоян!е каждой изъ нихъ, наприифръ Г), до центра О будетъ 
больше рад1уса О.А; поэтому ОЛ есть кратчайшее разетояние 
оть точки О до прямой ВС, а потому ОА перпендикулярна 
къ ВС (8 553). 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ, 

© 155. Перпендикулярь, опущенный изз центра на каса- 
тельную, проходить черезь точку касаня (фиг. 84). 
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ДЪйствительно, если бъ этотъ перпендивкуляръ не прошелъ 
черезъ точку касаня, то, соединивъ точку касаня съ центромъ, 
получили бы другой перпендикуляръ (154), опущенный изъ 
центра на касательную, что невозможно. 

ПРЕДлОЖ ЕНГЕ. 

$ 156. Перпендикулярз, возставленный изъ точки касаня 
къ касательной, протодитз череззх центр» (фиг. 84). 

Въ сахомъ ДЬЛЬ, если бъ этотъ перпендикуляръ оставилъ 
центръ въ сторонф, то; соединивъ центръ съ точкою касаня, 
имфли бы два перпендикуляра ($ 154), возставленные изъ точки 
касан!я въ касательной, что невозможно. 

Прим. Черезъ точку, Данную на прямой лини. можно про- 
вести множество окружностей касательныхь къ этой прямой въ 
данной точкф; центры этихъ окружностей будутъ лежать на 
перпендикуляр$, возставленномъ изъ данной точкн КЪ данной 
прямой ($ 156). Поэтому зеометрическое мъсто центров окруж- 
ностей, касательныхь кз данной прямой в5 данной на ней 

точкъ, есть перпендикулярз, возставленный изз данной точки 
к5 данной прямом. 

$ 157. Мноюуюльникз называется описанным около крупа, 
если ею бока суть касательныя кз окруж- 

Фиг. 65-я. ности; вапримфръ, иногоугольникъ 4ВСРЕ— 
с описанный. 

При этомъ кругъ относительно  много- 
В угольника называется вписаннымъ въ много- 

угольник$. 
Поэтому круз называется вписаннымъ 

в5 мноотюльникь, если к5 ею окружности 
касаются всъ бока посльдняю. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 158. Наименьшая и наибольшая изъ всъхз прямых, про- 
веденныхь отз данной точки 90 точекз окружности, нахо- 
дятся объ на прямой, проходящей черезз центр окружности. 

1) Похожимъ, что данная точка А лежитъ внф окружности. 

Черезь эту точку и центрв О проведемъ прямую до пере- 



а И = 

сфчены съ окружностью въ точкахъ В и С; произвольную точку 
| окружности соединимъ съ точками 

Фиг. 86-я. Аи О, и докажемъ, что АВ< А, 
и АС>> АР. Соединивъ точку Д съ 
центромъ, получимъ 

с А АВ ОБ< А+ Ор; 

отнявъ равныя ОВ = ОШ, получимъ 

АВ< Ар. 

Прямая АД короче ломанной АОД; сл%д. 

Ар< оА+ 05; 

вставивъ сюда ОС, вифето равной ей ОД, получимъ 

Ар< ОА+ ОС 
ИЛИ Ар< АС. 

2) Положииъ, что данная точка А лежитъ внутри круга О. 
Проведемъ прямую черезъ центрь О и дан- 
ную точку А до пересфченм съ окружностью 
въ точкахъ В и С; произвольную точку О 
окружности соединимъ съ точками 4 и О, и Г в 

к Прамая 

О 

Фиг. 87-я. 

< докажемь, чт0 АЮ>АВ и АОХ АС. 

Ор< ОА- АБ; 

замфнивъ ращуеъ ОД радусомъ ОБ, который равенъ ОА -- АБ, 

получимъ ОА АВ< ОА АЬ, 

отсюда АВ< АГ. 

Прямая Ар< ОА-- Ор; вставивъ, вмфето рамуса ОП, ему 
равный ОС, получишь АД<ОА-+ОС 

ИЛИ Ар< АС. 
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11. Въ окружности, или въ окружностяхъ раввыхъ рад1усовъ, равенство одной 
изъ трехъ соотвфтствующихъ частей: центральваго угла, хорды и дуги, влечетъ 
за собою равенство двухъ прочихъ. — Центральные углы, хорды и дуги, увеличи- 
ваются, а слфдовательно и уменьшаются вм$стЪ; хорды уменьшаются по мЪр% 
удалев1я отъ центра, а при одинаковомъ удален1и равны между собою. — Парал- 
зельныя прямыя, пересфкающ!я окружность, отрфзываютъ отъ нея равныя дуги. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 159. Окружности, описанныя равными радусами, 
фавны между собою. 

Въ самомъ дфлф, если плоскость одной окружности нало- 

жить на другую, центромъ ва центръ, то 06% окружности сов- 
уЪстатея; въ противномъ елучаз ихъ точки находились бы на 
неравныхъ разетоявтяхъ отъ центра. 

Вифет$ съ твиъ понятно, что и круи, описанные рав- 
ными радфусами, равны между собою. 

ПрЕдлОЖЕН1Е. 

160. Вз крупь или в5 равныхь крутое: 

|1) равным центральным» уаламз соотвътствуютё рав- 
ныя хорды и дуив; 

2) равнымь хордамз соотвътствуютз равные централь- 
ные лы и душ; 

3) равным» дуамз соотвътствуютз равные централь- 
ные умы и хорды. 

1) Пусть рамусъ АО = А'О’и центральный уголь О= 0’; 
надобно доказать, что хорда АВ = А’В’и дуг. АВ =дуг. АБ’. 

Въ треугольникаъ АВО=АВ’О’ 
между равными сторонами, 40 = /А’О’, 

>в’ в о заключаются равные углы 
< 157 ; сльдовательно остальныя части 
Е равны между с060ю, и 
АВ = АБ’, т. е. хорды равны. 

о 88-я. 

Чтобы доказать равенство дугъ, наложимъ секторъ 4’0’В” 
на АОВ такъ, чтобы центральные углы совмфетились; тотда, 
по равенству рад1усовъ въ обоихъ кругахъ, точка 4’ совпадетъ 
ъ Чи ВБ’ въ В. И какъ концы дуги АВ’ совифетилиеь съ 
концами дуги АРВ, то и самыя дуги совмфетятся, потому что 
онз описаны равными радтусами. 
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2) Путь 40 =4'0О’ и хорда АВ=А’В’; докажемъ ра- 
венство центральныхъ угловъ О и 0’; а азъ этого равенства 
будетъ слфдовать равенство дугъ, что сейчасъ было доказано 
наложенемъ секторовъ. 

Въ треутольникахъ АВО и А’В’О’ три стороны одного 
равны тремъ сторонамъ другаго: 40 = 40’ и ВО=ВО,, 
какъ радлусы; наконецъ АВ = А’В’, по условпо; значить схол- 
ственные углы равны между с060ю; и такъ уголь О= 0”. 

3) Путь 40 = 40’ и дуга АВ равна дуг8 АВ’; дока- 

жемъ, что центральные углы О и О’ равны между с060ю; & 
отсюда будетъ слЬдовать равенство хордъ ($ 160, 1-е). На- 

‘зожимъ секторъ .4’В’О’на АВО такъ, чтобы центры и ра- 
д1усы 4’О’и АО совпали: по равенству рад1усовъ, точка 4’ 

совпадетъ съ 4; дуга 4’В’ пойдетъ по АВ, потому что онё 
описаны равными рад1усами, причемъ точка `В’ совпадетъ въ ВБ, 
ибо дуги равны. И такъ концы О’ и В’ прямой В’О’ совпали 

съ О и В, концами прямой ВО; значить и самыя прямыя сов- 
мфстатся. И такъ уголь О’=0. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 161. В» круть или вв равныть круахе: 

1) большему центральному уму соотвътствуютз боль- 
чая хорда и большая ` ду; 

2) большей хордь соотвътствуютз болъиий центральный 
лолз и болишая ду; 

3) большей думь соотвътствуютз больший центральный 
юл5 и большая хорда. 

1) Пусть 40=А’0’и (0>10;; докажемъ, что хорда 
АВ больше хорды А’В’ и дуга АВ больше дуги АБ’. 

Въ треугольникахь 4ВО и А’Б’О’, между равными сторо- 
нами, 40 = АО’, ВО=В’О’, заключаются не равные углы, 

[0>10'; сл5довательно большему углу противолежитъь и боль- 
шая сторона ($ 110); и такъ хорда АВ больше 4’ВБ’. 

Чтобы доказать неравенство дутъ АВ и АБ’ наложимъ 

секторъ 4’В’О’на АВО такъ, чтобы центрь О’ совпалъ съ 

О, и конецъ А’ рада А’О’ совпаль съ 4; причемъ радлусъ 



О’Б’ пойдеть внутри угла АОВ, потому что / 0'/< 0; 
стало быть, точка В’ упадетъ на дугу 

Фиг. 89-я. АВ, между точками Аи В; слфдова- 
тельно дуга 4’В’ меньше дуги АБ. 

2) Путь 40=АО’, и хорда 
АВ> АБ’; докажемъ, что центральный 
уголь О> 0’; а отсюда, на основанш 
сейчасъ сказаннаго, заключаемъ, что дуга, 

АВ > ку АВ’. 

Въ тгреугольникахъь АВО и А’В’О’ въ стороны равны между 
60б0ю, АО=А’О’, ВО=В’О’, а третьи стороны не раввы, 
АВ> АВ’; поэтому, на освовами предложеня, изложеннаго 
въ 9 111, заключаемъ, что противъ большей стороны лежитъ 
и большй уголъ; значитъ уголь О>> 0’; а отсюда заключаемъ, 
что дуг. АВ > дуги А’В’ (1-е). 

3) Путь 40 =/4'О’, пи дуга АВ > ду. АВ’; докажемъ, 
чт0 (О>ДО0,, а отсюда заключимъ, что’ хорда АВ больше 
хорды 4’Р’ (8 161, 1-е). Наложимъ секторъ 4’В’О’ на сек- 
торъ АВО такъ, чтобы радусы 4’О’и АО совыфетились кон- 
цами: дуга 4’В’ пойдеть по АБ, потому что ‘он описаны рав- 

ными рад1усами; а какъ дуга А’Р’ меньше дуги АВ, то конецъ 
В’ придется между А и В на дуг АВ, и радусвь О’Б’ 6у- 
детъ внутри угла АОВ; слфдовательно уголь О>> 0’; а отсюда 
слфдуетъ, что хорда АВ >> хорды А’ВБ’ (1-е). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 162. Вз круть или в равныхз круаха: 

1) х0рды, равно-удаленныя отз центра, равны между собою; 

2) обратно, равныя торды равно-удалены отз центра. 

1) Путь АО =4О’, и хорды АВ и АВ’ равно удалены 
отъ центровъ, т. е. перпендикулярны 

Фиг. 90-я. ОС в ОС’, опущенные изъ центровъ 
на эти хорды, равны между собою; до- 

’ кажемъ, что хорда АВ =АБ,. 
Въ прямоугольныхь  треугольникахъ 

АСО и АС’О’ ипотенуза АО = АО’, 
катетъ СО = С’О’, по услов!0; слфдова- 

тельно и остальныя части равны ($ 108); значить АС = А’С’; но 



Рей. - ЕЯ 

АС составляетъ половину хорды АВ (8 141); по той же причин% 
А’С” есть половина 4’Б’; а если половины равны, то и цфлыя 

равны; слфд. хорда АВ = АБ’. 

2) Путь АО=А’О’, хорда АВ = АВ’; докаженъ, что 
перпендикулярь ОС = О’С”. 

Въ праямоугольныхъ треугольникахъ 4АСО и А’С’О’ ипоте- 
нуза АО = А’О’, катеты АС и АС” также равны, потому что 
перпендикуляры ОС и О’С’, проведенные изъ центровъ на хорды 
АВи АВ’ дфлятъ ихъ пополамъ; а какъ самыя хорды равны, 
то и половины ихъ равны. -И такъ остальныя. части треуголь- 
никовъ равны (5 108); значитъ ОС = О’С’ 

ПРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 168. Вз крумь или вь равныхь крушть: 
1) хорды уменышаются по мъръ удалетя отъ центра; 

2) обратно, изз двухз неравныхь хордё, большая ближе 
къ центру. 

1) Путь АО=А’0’; проведемъ изъ центровъ О и О’ пер- 
пендикуляры ОС и О’С’ на хорды АВ и АБ’, и положимъ, 

что О’С’ больше ОС; докажемъ, что 
Фиг. 91-я. хорда А’В” меньше хорды АВ. 

Такъ какъ, по условю, ОС<О’С”, 
то отложимь О’)=оОС и проведемъ, 
черезъ точку 1), хорлу ЧЁ перпен- 
дикулярно къ 0’С”; получимъ хорлу 
СЕ = АВ, потому что хорды, равно 

удаленныя отъ центра, равны между собою. Дуга @а№Е больше 
дуги А4’М№Б’ а большей дугф соотвфтствуеть большая хорда 

($161); селЗдовательно хорда а`Ё больше хорды 4’В’, и АВ > АБ’. 
2) Пусть АО = АО’ и хорда АВ> АВ’; докажемъ, что 

перпендикуляръ ОС<О’С”. 
Велфдетве неравенства хордъ АВи 

ИР А’В’, соотвфтствующя имъ дуги не равны 
Е ‚ ($ 161), ииенно дуга АВ больше 4’В’ 

‚с ^\в Отложимъ дугу АО, равную дугв А’В’; 
значитъ, хорда 40) =хорд® А’Б’ (8 160), 
и перпендикуляръь ОЕ = 0О’С”, потому что 
равныя хорды равно удалены отъ центра. 
Такъ какъ ОС перпендикулярна къ АР, 



бо 

то ОС будетъ къ ней навлонною; поэтому ОС< ОВ; а какъ 
О<< ОЕ, то подавно ОС< ОЕ или0ОС< О’С’, потому что 
ОКи О’С’ раввы между собою. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 164. Дум окружности, заключающияся между парал- 
лельными линлями, равны между собою. 

П) Пусть хорда АВ параллельна хорд$ 
СТ; докажемъ, что дуга АС равна дуг ВЛ. 
Проведемъ изъ центра 'О перпендикуляъ ОЕ 

къ хордЪ СШ; онъ будеть перпендикуляренъ 
и къ АБ. Перпендикуляръ, опущенный изъ 
центра на хорду, дфлитъ пополамъ какъ хорду, 
такъ и соотвётетвующую ей дугу (3 146); поэтому 

дуг. АЕ = дуг. ВЕ, 
и дуг. СЕ = дуг. ОЕ; 

отсюда дуг. 4Р-— дуг. СЕ = дуг. ВЕ — дуг. ОЕ, 
ИЛИ дуг. АС = дуг. ВО. 

2) Пусть хорда АБВ параллельна касательно0ой ОК, которой 
точка касашя находится въ С; докажемъ, что дуга АС равна 

дут СВ. Соединивъ центрь О съ точкою ка- 

Фиг. 94-я. — сашя С, получимъ СО, перпендикулярную къ ка- 
сательно9й ОР ($ 154); она въ тоже время пер- 
пендикулярна и къ АВ, потому что АВ па- 
раллельна ОЕ. И такъ, изъ центра О опущенъ 

перпендикулярь ОС на хорду АВ, а потому 
`онъ  дФлитъ пополаиъ и дугу АВ, т. е. 
дуга АС=ду ВС. 

3) Пусть АВ параллельна СД, и каждая изъ нихъ каса- 
тельна къ окружности; докажемъ, что дуга ЕМС = дуг ЕМС. 

Соединимъ центръ О`съ точкою касаня Е; получимъ ОЕ, 
перпендикулярную къ касательной СД (8 154); 

Фиг. 93-я. 

Фиг. 95-я. 
Е она же будетъ перпендикулярна и къ АБ, по- 

с 2 тому что АВ параллельна СЛ; а какъ перпен- 
К м Дивуларь, опущенный изъ ‘центра на касательную, 

падаетъ въ точку касатя, то продолжене КО 

А. с^—в пройдетъ въ точку касаня С. И такъ ГОС есть 
дламетръ; а извЪфетно, что дламетръ дфлитъ окруж- 

ность пополамъ; слфдовательно дуга ЕМС = дуг ЕМС. 



12. Отношен!е угловъ, которыхъ бока встрфзають окружность или въ ней ка- 
саются, къ соотвфтствующимь центральнымъ угламъ. 

О 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 165. Вписанный улоль составляетз половину централ- 
назло уула, соотвьтствующело дуть, заключающейся между 
ею боками. 

1) Пусть цевтрь О лежитъ на бок АВ вписаннаго угла 
А; надобно доказать, что уголь А составляетъь по- 

Фиг. 96-я. ловину центральнаго угла ВОС, соотвфтствующаго 
А дуг ВС. 

б Въ треугольникф АСО внфшай уголь ВОС ра- 
венъ суммф двухъ внутреннихъ угловъ 4 и С ($ 88); 

| но треугольникъ АСО равнобедренный велфдетве ра- 
В венства раллусовъ АО и СО, слфд. угплъ А=С 

($ 93); п такъ 

[ВОС=ЗА; отсюда Д А=\1, ВОС. 

2) Пусть центръ О находится внутри вписаннаго угла ВАС; 
докажемъ, что уголь ВАС =\., ВОС. 

Проведя д1аметрь 4.0), получимъ 
= (ВАС= А ВАР / САР: 

А но уголь ВАО, какъ доказано въ предъидущемъ 
ИА случа, равенъ половин угла ВОГ; по той же 

В , причин% уголь САД = '/,0ООС; слфдовательно 
ВАС=1, ВОР +1, 20С; в ВОр+ р0б= 

Г ВОС, значитъ уголь ВАС='/.ВОС. 

3) Пусть центрь О лежитъ внф вписаннато угла ВАС; до- 
кажемнъ, что ( ВАС =\, ВОС. 

Проведя дламетрь 40, получимъ 

ем /ВАС= ВАР — САР. 
А На основани перваго случая имфемъ 

ВАР =1, ВОР, 
В САр=\. СО; 

С Бо  СТВдовательно ВАС=1, ВОР — 1, СОБ, 
ИЛИ ВАС =", ВОС. 
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$ 166. Слёдетв1е Т. Всь улы, вписанные в5 одномз и 
томз же саментъ, равны между собою; потому что кавдый 
иЗЪ НИХЪ СОСТавляеть половину одного и того же центральнаго 
угла, соотвфтетвующаго одной и той же дуг$. 

$ 167. Сльдетв1е П. Вся уюлз, вписанный вё по- 
лукруиь, равенз прямому уму. 

Пусть АВ означаеть дламетръ, уголь АСВ будегъ уголъ 
вписанный въ полукруг; надобно доказать, что онъ равенъ пря- 

мому углу. Черезъ вершину С проведемъ д1аметръ 
Фиг. 99-. — (7П, получимъ 

[АСВ = АС + ОСВ; 
:: АСр=\. АОБ и СВ = 1, РОВ, 
сл$довательно0 ДАСВ=\, АОр +1, РОВ, 
ИЛИ АСВ='.(АОФ + РОВ); 
а какъ 4ОР и РОВ смежные углы, то сумма 
ихъ равна двумъ прямымиъ угламъ; значитъ уголъ 
АСВ равенъ прямому углу. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 168. Улол, составленный хордою и касателною, про- 
веденною через» конець этой хорды, равенз половинъ цен- 
тральнаю ума, соотвьтствующило дуть, заключающейся 
между ею .боками. 

Пусть БВ есть точка касатя прямой АВ 
Фит. 100-я. къ окружности; надобно доказать, что уголъ 

АВС равенъ половин центральнаго угла ВОС. 
Проведемъ дламетрь ВОЛ и хорду СР; полу- 
чимъ треугольникъ ВСО, въ которомъ уголъ 
ВСР прямой (5 167); слфд. остальные два 
угла. Ши ОБС, выфетЪ, составляютъ прямой 
уголь. Но дламетрь В), проведенный въ точку 

касатя В, перпендикуляренъ къ касательной АБ; значитъ 
уголь ОВС служатъ также дополнешемъ до прямаго углу АБС; 
слЪд. 

ДАВС =( БВ; 

& уголь О, какъ вписанный составляетъь половину цевтральнаго 
угла ВОС; поэтому и уголь .4.ВС составляетъ половину угла ВОС. 
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ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 169. Улюль, которою вершина внутри круа, равенз 
половинь суммы центральныхь узловз, соотвътствующихь ду- 
тамз, заключающимся между боками ла и ихз продолженлями. 

Доважемъ, что уголь АВС равенъ поло- 
винЪ суммы центральныхь угловъ, соотвфтетвую- 
щихъ дугамъ АМС и ЕМО. 

Проведя хорду СДО, получимъ треугольникъ 
ВС и опредфлимъ внфшый его уголь АВС: 

АВС=О+ С; 

углы Ди С, какъ вписанные, равны, каждый, половинЪ цен- 
тральныхъ угловъ, соотвфтетвующихь дугаиъ АМС и ЕМО; 
слфдовательно предложене доказано. 

Фиг. 101-я. 

ПреДлоОЖЕНТЕ. 

© 170. Улюль, котораю вершина внъ круш, равенз поло- 
вин разности центральныхь у1л0вз, соотвьтствующихь ду- 
зам, заключающимся между ею боками. 

1) Докажемъ, что уголъ Б , образуемый сЪку- 
щими, равенъ половинф разности центральныхъ 
угловъ, соотвфтетвующихъ дугамъ АС и ОЕ. 

Фиг. 102-я. 

Проведя хорду СО, получииъ треуголь- 
никъ ВСО; внфшн!Й его уголъ 

АрС= В+ С; отсюда В =АШОС — С. 

Но углы АДС и С суть вписанные; слфдовательн%о0 АДС 
равенъ половинз центральнаго угла, соотвфтегвующато дуг% АС; 
а уголь С равенъ половин центральнаго угла, соотв тетвую- 
щаго дуг РЕ; слдовательно уголь Б равенъ половинф раз- 
ности упомянутыхъ центральных угловт. 

2) Пусть ВС — касательная; докажемъ, что 

уголь АВС равенъ полуразности центральныхъ 
угловъ, соотвфтетвующихъ дугамь АМС и СМР. 

Проведя хорлу АС, получимъ треугольникъ 
АВС; опредфлимъ внфшый его уголь АСЕ; 
ДАСЕ= А+БВ, отсюда В=АСЕ—А. 

Уголь АСЁ равенъ половин центральнаго 

угла, соотвфтствующаго дуг АМС ($ 168); 

Фиг. 103-я. 
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уголъ .4 равенъ половинф центральнаго угла, соотвфтствующаго 
дуг$ СМО; слфдовательно уголь Б равенъ половин разности 
центральныхъ угловъ, соотвЪтетвующихъ дуганъ АМС и СМО. 

О 3) Пусть бока АВ и ВС утла В будутъ 
``“ °’ касательные; докажень, что уголь В равенъ по- 

В луразности центральныхъ утгловъ, соотвфтетвую- 
№ |  щихь дугамь АМС и АМС. 

р Соединивъ точки касашя, получимъь  тре- 
С утольникъ АВС; внфшаЙ его уголь 

М ' САр=В+ АСВ; отсюда В = САР — АСВ. 

Основываясь на $ 168, найдемъ, что углы САД и АСВ, 
порознь, равны половинамъ центральныхъ угловъ, соотвфтетвую- 
щихЪ дугаиъ АМС и АМС. 

$ 171. Примтчаще. 1. Проведемъ прямую АВ опредзленной 
длины; черезъ одинъ конецъ А этой прямой проведемъ въ про- 

извольномъ направлен прямыя АС, А), АЕ 
ит. д., а черезъ другой копецъ В перпенди- 
куляры къ нимъ ВС, БО, ВЕ ит. к. 
Если опишемъ окружность, принимая АВ за 
дламетръ, то вершины прямыхъ угловъ С, О, 
Е ит. д. будутъ лежать на этой окружности; 
и лЪйствительно, если бъ какал нибудь вер- 

шина С была внутри окружности, то уголь С быяъ бы боле 
прямато ($ 169); а ебли бъ вершина С была внЪ круга, то 
уголь С быль бы меньше прямаго ($ 170); а это противор$- 
чило бы увловю, по которому уголь С прямой. И такъ вер- 
шины С, О, Е,... прямоугольных треугольниковъ, которые 
имфютъь общую инотенузу АВ, находятся на окружности, по- 
строенной на этой ипотенузЪ, принимаемой за дламетръ. Поэтому 
товорятъ, что зеометрическое мъсто вершин» прямоуюольныте 
трелюольниковг, построенныхь на одной и той же итоте- 
нузь, есть окружность, построенная на ипотенузъ, прини- 
маемой за Ябаметре. 

Фиг. 105-я. 

Примтчанле 11. Пусть дана прямая АВ; вообразимъ какой 
нибудь уголь С, котораго бока проходлтъ черезъ концы А и В 
данной прямой; говорятъ уголъ опирается на концы прямой. Во- 
образииъ окружность, проходящую черезъ три точки 4, Ви С; 
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всф углы С, Ш, Е, .... вписанные въ сетмент® АДБ, равны 
между собою (5 166); притомъ, всявй уголъ, 
опирающийся на ту же прямую АВ, и пнфющий 

вершину не на описанной окружности, не равенъ 
г угламъ, С, О, Е... (8 169, 1710). По этому 

зеометрическое мъсто вершинь равныхь у1л065, 
опирающихся на концы данной прямой, есть 

8 сементз окружности, проходящей через» концы 
данной прямой. 

Фиг. 106-я. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ, 

* Во всякомз четвероуюльникъ, вписанном» 65 круль, 
сумма противоположныхь ул0в5 равна двум5 прямымь. 

Пусь АВСШ означаеть четвероугольникъ вписанный Въ 
®ругф; чадо доказать, что (А+АС=8а, (ВИ, = 34. 

Уголъ .4, вписанный въ окружности, со- 
Тиг. 107-л. ставляетъ половину центральнаго угла, с00т- 

вфтетвующаго дуг ВСП, которая заклю- 
чаетсл между боками этого угла; по той же 
причин® уголъ С’ составляетъ половину цен- 
тральнаго угла соотвфтствующаго дуг ВАД. 
Эт двЪ дуги въ сумм дають полную окруж- 
ность, значитъ сумма угловъ 4 + С составляетъ 
половину центральнаго угла соотвфтетвующаго 
половин® окружности, г. е. она равна 24. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

Если в5 четвероуюльникь сумма противоположныхь 
Зиловз равна двумз прямым умамз, то такой четвероулоль- 
низ можеть быть вписанз вг окружности (фиг. 107). 

Пусть въ четвероугольникё АВСМ, ДА+ЕС= 34, 
ИВ+ЕАМ = 24. Надо доказать, что окружность, проведенная 
черезъь кая нибудь три вершины 4, В и С ($ 138), прой- 
деть и черезъ четвертую вершину М. Положимъ противное, т. 
е. что окружность, описанная черезъ три точки 4, Ви С, 
не прошла черезъ точку №; точку Г) иересфченя прямой МА 
©ъ окружностью соединимъ съ вершиною С; такамъ образомъ” 
получимъ четвероугольникъ 4 С7) виисанный въ окружности. 
На основами предъидущаго предложения 4 АСВ = 34а н 

6 
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по условю (М ИВ=24; вм. /АРО=ИМ. Выводъ не- 
лфиый, потому что / АОС, какъ ваши въ треугольникв 
СОМ, больше внутренняго угла М и проч. 

13. Условмя, ври которыхъ окружности не имфютъ общьхъ точекъ, касаютса и. 
перес$каются. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 172. Если двъ окружности имъютз общую точку вн» 
лини, соединяющей ить центры, то онъ имъютз и друшую. 
общую точку. 

Пусть точки О и О’ означаютъ центры двухъ окружно- 
стей, — слфд. прамая ОО’ есть лимя центровъ; положимъ, что 

точка А принадлежить обфимъ окружно- 
Фиг. 108-я, стямъ. Изъ точки 4 опустимъ перпевдику- 

А ляръ 4В на линю ОО’, и на продолже- 

. ви его отложимь ВС= ВА; точка С 
— ПВ будетъь общая для обфихъ окружностей. 
0 Лфйствительно, наклонная ОС= ОА 

($ 50); во прямая ОЛ есть радуеъ, 
слфл. точка С лежитъ на окружности 

С О. Также объяснится, что точка С 
лежить и на окружности 0’. И такъ, точка С есть общая 
точка для обфихъ окружностей. 

$ 173. Двф окружности не могуть имфть больше двухъ 
общихъ точекъ; потому что двф окружности, инфющия три общля 
точки, совыфщаются между собою, составля ютъ одву окружность 
(8 138). 

Двв окружности называются переськающимися, если он% 
пифютъ лдвЪ обшия точки. 

ПрЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 174. Если двъ окружности имъють 09ну только 
общую точку, то эта точка лежитзь на лини, проходящей 
черезь центры. 

Дъйствительно, вели бъ допустили, что общая точка лежитъ 
внЪ лиши центровъ, то, на основани $ 12, заключили бы, 
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что окружности пифютъ и другую общую точку, что противно 
условю предложения. 

8 175. Окружности называются касательными, ели он 
имфютъ одну только общую точку; точка эта называется тжючкою 
касаня. 

$ 176. ДвБ окружвости могуть имфть слёдующя положе- 
ня одна относительно другой: 

1) или он вовсе не имфютъ общихъ точекъ, причемъ одна 

окружность лежитъ внф другой или внутри ея; 
2) или окружности касаются, ипричемъ одна можетъ лежать 

вн другой — вн шнее касан!е, или одна внутри другой — вну- 
треннее касанте; 

3) или окружности пересекаются. 
Покажемъ зависимость между рад1усами и разстоявемъ иежду 

центрами для всякаго изъ вышеупомянутыхь положенй окруж- 
ностей. 

ПрЕДЗОЖЕНИЕ. 

$ 177. Еслы 0въь окружности вовсе не имъютз общить 
точекъ, то разстоянле между центрами будетз больше сум- 
мы радуусовз или меньше илз разности, смотря по тому, 
будуть ли окружности лежать одна внь друюй или вну- 
три ея. 

1) Положимъ, что окруж- 
Фит. 109-я, ности лежать одна внф другой; 

точки О и О’ озвачаютъ ихъ 
/_ центры, точки А и В перееф- 

, ченя лини центровъ ОО’ съ 
окружностями. 

Очевидно, что 

00’> ОА ОВ. 

2) Положинъ, что окружности лежатъ одна внутри другой; 
фиг. 1101.  Ч8Р83Ъ цевтры О и О’ проведемъ прямую, ко- 
р торая пересФчетъь окружность О въ точкё 4, & 

‚ другую окружность въ точкф В; слЪдов. ОЛ и И ИА к - 00 я 
со МА О’В суть радувы, а разстоян1е между цен 

’ трами. Очевидно, что ОА— ОВ= 0О0’-+ ВА; 
о отсюда заключаемъ, что ОО’< ОА — ОБ. 

6* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 178. Если деъ окружности касаются, то разстояще 
между центрами равно суммъ радуусовь или ихь разности, 
смотря по тому будет» ли касате внтиинее или внутреннее. 

1) Пусть окружности Ои О’ка- 
Фиг. 111-я. саются ВЪ точЧЕЁ А и лежать одна 

внЪ другой. Соединимъ центры Ои 0’ 
прямою ОО’; точка касаня А необхо- 
димо лежитъ на лини центровъ (8 174); 
слфд. ОА и О’А ‘будуть радуеы 
окружностей; очевидно, что 

00'= ОА+ ОА. 

2) Положимъ, что окружности О и О’ ва- 
саются въ точкВ 4 и лежатъ одна внутри дру- 
гой. Черезъ центры О и О’ проведемъ прямую, 
которая пройдетъ черезъточку касаня 4 ($ 174); 
слфдов. ОА и О’А суть радцсы. Очевидно, что 

00'= ОА — ОА. 

Фиг. 119-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 119. Если дв% окружности пересъкаются, то раз- 
стояне между центрами меныие суммы радусовь и больше 
ихз разности. 

Точку пересфчен1я .4 пересЗкающихся 
Зи: Я, окружностей соединимъ съ центрами Он 

О’, и центры между собою, и положимъ, 
что радусъ ОЛ больше радуса О’А. 
На томъ основаши, что прямая межлу 
двумя точками короче всякой лини, 
проведенной между тфми же точками, 

получимъ 

ОО’< ОА+О“4А....(Т) 

на томъ же основании ОО’-+ О’А> ОЛ; 

изъ поелфдняго неравенства имфемъ 

00’>0А— ОА. (2). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 180. Одна окружность лежить внъ друюй или внутри 
ея всъми своими точками, смотря по тому, будет ли раз- 
стояще между центрами больше суммы радуусовз или мень- 
ие илз разности. 

Назовемъ буквами 0, В, В’ послфдовательно разетояне 
между центрами и рад1усы окружностей, придемъ предположимъ, 
что А больше Р.. 

1) Положимъ, что > В- Е; надо доказать, что окруж- 
ности лежать одна внЪ другой, не имфя вовсе общихъ точекъ. 

Дйствительно, если бъ допустили, что окружности касаются 
извн& или внутри, то на основании 8 178, имфли бы Д=Е-+Е 
или /)=В— В; а это противно условю, по которому 0>А-+РЕ.. 
Если бъ допустили, что окружности перескаются, то имфли бы 
П<А-+Е и П>Е— В (5 179), что также противно 
условю. Наконецъ, если бъ предположили, что окружности 2е- 
жатъ одна внутри другой всеми своими точками, то получили 

бы О<В-—П ($ 1771, 2-6), и это противно условю. И так», 
при услови О А-- Ё’ окружности не могутъ ни касаться, 
ни пересфкаться, ни лежать одна внутри другой; слфд. онф ле- 
жатъ одна внф другой, потому что, кром$ разсмотренныхъ слу- 

чаевъ, нфтъ другихъ положений окружностей. 
2) Ели Рр<ИАМ— В, то окружности лежатъ одна внутри 

другой, вовсе не имфя общихъ точекъ. 

Доказательство такое же, какое сейчасъ было употреблено. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 181. Деь окружности касаются изенъ или внутри, 
смотря по тому, будетз ли фазстоянме между центрами 
равно суммъ радусовз или иль разности. 

Доказательство, какъ въ 8 180. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 182. Двь окружности переспкаютсв, если фазсто- 
яме между центрами меньше суммы радусовз, а больше 
ихз разности. 

Доказательство, какъ въ 6 180. 



— 86 — 

$ 183. Для ваглядности сдфлаемъ сводъ предложенй предъ- 
идущихь параграфовъ, выражающихъь услов1я, при которыхъ 
окружности имфютъ извфстныя положен!я одна относительно дру- 
гой. Буквами 0), В и В’означимъ послфдовательно разетояне 
между центрами и радиусы, полагая В > Р’. 

Условая: Положене окружностей: 

1) РРА-+Е, одна внЪ другой. 
2) ВЕ, одна внутри другой. 
3) р=В- Е, касаются извнъ. 
4) Р=В— Е, касаются внутри. 
5) ХА+Е 
и > В_ г перес5каются. 

Примъуз. Даны: разстоян!е между центрами |1 дюймъ и 
радлусы 1,25 д., 0,75 д.; онредфлить положеше окружностей, 
не прибфгая къ черченю. 

Такъ какъ Д=1, А=1,25, В = 0,15, то В+ В =?2, 
В — Е =0,5; поэтому р<ХВ+Еи О>В-— В. И та 
данныя условя подходятъ къ 5-му случаю, значитъ окружности 
перес$каются. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 184. Прямая, соединяющая центры двулз пересткаю- 
щихся окружностей, перпендикулярна кз общей ихь хордъ и 

дълитз ее пополам. 

Въ двухъ пересфкающихея окружностяхь О и О’ проведемъ 

общую имъ хорду АВ и соединимъ между собою центры О и 

О’. докажемъ, что ОО’ перпендикулярна, 
къ АВ и дфлитъ ее пополамъ. По равен- 

ству радлусовь ОА и ОВ, а также радлусовъ 
ОА и ОВ въ другой окружности, за- 
ключаемъ, что прямая ОО’ соединяетъ двЪ 

точки О и О’, изъ которыхъ каждая 
равно отстоитъь отъ концовъ Аи В прямой 

АВ; поэтому прямая ОО’ перпендикулярна къ АВ и проходитъ 

мерезъ ея середину (5 5%). 

Въ видахъ упражненй предлагается, на основани 8 174, 

найти: 1) геометрическое м$фето центровъ окружностей одного и 

Фиг. 113-я. 
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того же радуса и касающихся данной окружности; 2) геоме- 
трическое м$сто центровъ окружностей, касающихся къ данной 
окружности въ данной точк$. 

ВОПРОСЫ. 

14. Линейка, циркуль, чертежный треугольникъ. — Повфрка ихъ. — Возставить 
перпендикуляръ къ прямой: въ ея середин$, въ какой ни есть точкф и въ од- 
номь изъ КонНЦовЪ. — На прямую опустить перпендикулаяръ изъ данной точки. — 

Черезъ данную точку провесть параллельную данной прямой. 

$ 185. Излагая теометрическя истины, предложеня или 
теоремы, мы безпрестанно указывали на проведенше прямыхъ 
лин1й, окружностей, перпендикулярныхъ и параллельныхъь линий, 
на дфлен!е прямыхъ ливй, дугъ и угловъ на равныя части и 
т. п.; для насъ достаточна была увфренность въ возможности 
указанныхъ построенй. НапримЪръ, убфдившись, что изъ всякой 
точки, взятой на прямой или внф ея, можно провести къ ней 
перпендикуляръ (58 30, 46), мы пользовались этимъ свойствомъ, 
хотя и не знали, какъ на самомъ дЪлф начертить на бумагф 
этотъ перпендикуляръ. 

Теперь покажемъ, какъ на самомъ дфлф начертить на бу- 
магф прямыя лиши и окружности, при извфетныхъ условяхтъ, 
для рфшевя геометрическихъ вопросовъ. 

Для проведення прямой лини на бумаг употребляется ли- 
нейка, по краю которой проводятъ остро очиненнымъ каранда- 
шемъ лин!о; лишя эта будетъ изображать прямую, ссли линейка 
вфрна. 

Чтобы повърить линейку, проводять лимю по ея краю; 
потомъ приставляютъ т$ыъ же краемъ линейку къ этой лини, 
но съ другой стороны, и вновь проводятъ лин: если эти двз 

лини совиадаютъ всфми точками, 10 линейка вЪрна (5 10). 
Для проведеня на бумаг окружности, а также для от- 

кладыван!я прямыхъ, которыхъ длина была бы равна данной 
длин%, служитъ циркуль. Для откладываюя ливи употребляется 
циркуль, оканчивающся металлическими острыми ножками. Въ 
върномз циркулЪ, плотно сдвинутыя ножки, должны оканчиваться 

одною точкою. 
Для черченя окружностей, вифето одной ножки циркуля, 

ветавляютъ металлическую трубочку, въ которую вложенъ каран- 
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дашЪъ; этотъ послфднй очертить окружность, причемъ острая 
ножка циркуля оставляется неподвижно въ точкЪ, принимаемой 
за центръ. 

Хотя вс вопросы начальной геометрии и можно рЪшать по- 
уошию линейки и циркуля, но въ тЪхъ вопросахъ, въ которыхъ. 
требуется проводить перпендикулярныя и параллельныл лин!и, съ. 
большимъ удобствомъ употребляется чермиежный треуюльникь, — 
это прямоугольный треугольникъ, сдфланный изъ дерева, кото- 
раго катеты не раввы между собою. Чертевный треугольникъ. 
вфренъ, если края трехъ его боковъ срфзаны по направленио. 
прямыхь ливй, а одивъ изъ угловъ прямой. 

ВБтрность. боковз чертежнаго треугольника узнается тфмъ же 
способомъ, какимъ повфряетел линейка. 

Чтобы повърилть улоль чертежнаго треугольника, т. е. узнать. 
дЪъйствительно ли онъ прамой, прикладываютъ большй катетъ. 
чертежнаго треугольника къ обыкновенной линейкЪ, притомъ такъ, 

чтобы катетъ плотно прилегалъ къ краю линейки, и проводятъ. 
прямую линио ино краю другого, меньшаго катета. Не сдвигая ли- 
нейки, переклалываютъ чертежный треугольникъ на другую сто- 
рояу, верхпею поверхностью внизъ, но такъ, чтобы опять край 
большаго катета плотно прилегаль къ краю линейки, которая, 
какъ замфчено выше, не измфнила прежняго положенля; наконец, 
подвигаютъ чертежный ‘треугольникъ до т$хъ поръ, пока край 
меньшаго катета не дойдетъ до начерченной прямой лини: если 
этетъ край совпалетъ съ упомлнутой сейчасъ прямою литею, те 

уголъ, составленный двумя катетами будетъ прямой; потому что 
на прямой, изображенной краемъ линейки, получатсл разные 
смежные углы. 

Приступая къ рфшеню геометрическихъь звопросовъ, зам$- 
тимъ, что въ каждомъ вопрос показано теоретическое его р%- 
шен1е, гдф ве лиши проводятся отъ руки, безъ циркуля и ли- 
нейки. Усвоивъ такое рфшеве, ученикъ долженъ исполнить ука- 
занвый чертежъ помопию линейки и циркуля, а ВЪ елучаВ на- 
добноети и чертежнаго треугольника; такимъ образомъ теорля бу- 
детъ примфнена къ зеометрическому черченю. 

ВуопрРоСсЪ. 

$ 186. Возставить перпендикулярз кз прямой вз ея се- 
рединъ. 



Пусть АВ означаетъь данную прямую. Изъ конца ея А, 
какъ центра, радлусомъ, равнымъ данной прямой АВ, опишемъ. 

окружность; изъ другого конца В, какъ центра, тфыъ 
Фиг. 114-я. ще радусонъ ВА, опишемъ другую окружность: он% 

с перес$кутся, потому что разстоян1е между центрами 4В 
Л меньше суммы рамусовъ АВ -- АБ, и это же разето- 
а яне больше ихъ разности А4АВ— АБ, равной нулю. 
_ У Пусть С и Л означаютъ дв точки пересёченя 

| окружностей; прямая СО, проведенная черезъ эти 
р точки, какъ общая хорда двухъ пересфкающихея 

окружностей, будетъ перпендикулярна къ АВ (8 184). 
Остается доказать, что 4АЕ=ВЕ. Проведя ВС и АС, получимъ 
лва прямоугольные треугольника ВСЕ и АСЕ, въ которыхъ 
ипотенуза ВС = АС, какъ равные рад1уеы, катетъ СЁ— общий; 
слфловательно АЁР= ВЕ ($ 108). 

Примъчане. Для рфшеня вопроса можно за радусы при- 
нять произвольныя лини, лишь бы только овф были больше по- 
ловивы данной прямой АВ и равны между собою. 

Предъидущее построеше р$фшаеть вопросъ о раздьлети 
прямой лини на деъ равныя части. 

Вопросъ, 

& 181. Возставить перпекдикулярз кз прямой, вв какой 
ни есть ея точит. 

Пусть требуется провесть перпендивуляръь къ АВ, черезъ 
какую нибудь ея точку С. 

Отложимъ произвольныл, равныя части СД = СЕ. Къ прямой 
РЕприм$вимъ р-шене предъидущаго вопроса, 

Фиг. 115-я. г. е. изъ Ш), а потомъ изъ Р, какъ центровъ, 
ыы опишемъ окружности рад!усами, равными пря- 
| мой ДЕ, и точки пересфченя Ми М с0е- 

^^ р ск В динимъ прямою ММ; она раздфлитъь ОЕ по- 

х поламъ, слфдовательно пройдегъь черезъ С и 
будеть перпендикулярна къ АВ ($ 186). 

ВопросЪ. 

$ 188. Возставить кз прямой перпендикулярз, проло- 
дяций черезь ея конецз. 
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Требуется провесть перпендикулярь къ АВ, проходящий че- 
резъ конецъ .4, не продолжая прямой. 

Изъ произвольной точки О, лежащей въ пря- 
Фиг. 116-я. — момъ углу, опишемъ окружность радусомь ДО, 

а черезъ точку С, гдф окружность пересфкаетъ 
прямую АВ, проведемъ даметрь СОГ; наконецъ 
соединииъ точку Р съ 4, тогда получимъ иско- 
мый перпендикулярь 40), — потому что уголь 
РАС вииванъ въ полуокружности (8 167). 

ВопрРосЪ. 

$ 189. На прямую опустить перпендикулярз изз данной 
почки. 

Пусть требуется опустить перпендикуляръ изъ точки С на 
прямую АРВ. 

На прямой АВ возьмемъ произвольныя дв точки Ди Е 
на глазъ, одну съ одной сторовы искомаго перпендикуляра, & 

другую съ другой стороны. Изъ точки О), какъ 

Фиг. 117-я. центра, опишемъ окружность радиусом ОДС, и 
изъ точки Р, какъ центра, опишемъ окружность 
рад1усомъь РС; об окружности перес$кутся, ибо, 
велЪдетв!е построеня, онф имфютъ общую точку 
С виф лини ОЕ, соединяющей центры Ди ЕР 
(8 172). 

Соединивъ прямою точки пересфчешя С и С, получии 
искомый перпендикуляръ СС, потому что въ пересфкаюллихся 
кругахъ лия центровъ ДЕ перпендивулярна къ общей хордф 
Са (8 184). 

& 190. Предъидущие вопросы мы ршили помощью прямой 
лини и окружности; значитъ, рёшая практически вонросы о про- 
ведении перпендикулярныхь лини, мы должны были пользоваться 
линейкою и циркулемъ. Вь практик весьма употребителенъ, по 
своей простот, способъ проведеня перпендикуляровъ къ прямой 
лин1и черезъ какую ни есть точку помощио линейки и чертеж- 
наго треугольника. 

Положимъ, что требуется черезъ точку С провесть перпен- 
дикуляръ къ прямой АВ. Приставимъ чертежный треутольникъ 
ММР ипотенузою ММ къ прамой АВ, а линейку ОЙ — къ 
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катету МР; потоиъ, не сдвигая линейки, переставимъ треуголь- 
никъ другимъ катетомъь №МР на линейку и будемъ подвигать 

треугольникъ, пока ипотенуза М М№ 
Фиг. 118-я. не пройдетъ черезъ точку С; тогда 

`лин!я, проведенная по краю ММ№ 
треугольника, будетъ перпендику- 
лярна къ АБ. Въ самомъ дфлф, 

въ треугольникахъь МЕР’ и ЕМ’О, 
ДМ=А М, какъ тотъ же уголъ 
чертежнаго треугольника; / МЕР’= 

в /МЕО, кавъ противоположные; 
слфд. и третьи углы равны: 4 МРЕ= МОЕ; но первый изъ 
этихъ угловъ прямой, какъ уголъ чертежнаго треугольника; слфд. 
и уголь МОЕ— прамой, а прамая М’СМ№ перпендикулярна 
къ АВ. 

Изложеннымь способомъ рВшаютъ съ одинаковою простотою 
вопросы © проведени перпендикуляровь черезъ точку, данную 
на прямой, черезъ точку, данную въ конц прямой и черезъ 
точку, данную вн прямой. 

Примъчане. Если бъ одинъ катетъ чертежнаго треуголь- 
ника былъ приставленъ къ данной прямой такъ, чтобы другой 
катеть проходилъ черезъ данную точку, то прямая, проведенная 
по этому другому катету представила бы искомый перпендику- 
ляръ. Не смотря на простоту этого способа сравнительно съ из- 
ложеннымъ выше, онъ никогда не употребляется: точка перес%- 
чен!я не будетъ означена ясно, перпендикуляръ будетъ только 
по одну сторону прямой; наконецъ, трудно приложить катетъ 
треугольника къ данной лини со всею точностью. 

ВопросЪ. 

© 191. Через данную точку провесть параллельную 
данной прямо. 

1. РЬшене помощю линейки и циркуля. 

Пусть требуется провесть черезъ точку С прямую, парах- 
лельную АВ. Точку С соединимъ съ какою нибудь точкою О, 
взятою на прямой АВ; принявъ точку Г) за центръ, радлусомъ 
РС, опишемъ дугу С.А; потомъ изъ точки С, тфмъ же раду- 
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сомъ ДС, опишемъ дугу ОЕ; навонецъ изъ точки Д радусомъ, 
равнымъ хорд .4С, опишемъ дугу и точку пересчемя Р соеди- 

нимъ съ С прямою СЁ, — это и будетъ искомая 
Фиг. 119-я. параллельная. Въ самомъ дфлф, раввыя хорды 
с г АСи ДЕ, принадлежа кругамъ, описапнымъ 
о. раввыми рад1усами, должны лежать противъ рав- 

3 ныхъ центральных угловъ ($ 160, 2-е): слёдова- 
тельно, уголь ЕСД равенъ АДС; а по равен- 

ству этихъ угловъ, внутреннихъ противоположныхь относительно 
АВ и СЕ при сФкуще СШ, заключаемъь о параллельности 

прямых СР и АВ. 

2. Рьшене помощио линейки и чертежнаго треугольника. 

Пусть требуется черезъ точку С провести прямую парал- 
лельно къ лими МВ. Кь лиши МВ приставимъ ипотенузу 

чертежнаго треугольника МР, а 
Фит. 120-я. къ большему изъ катетовь этото 

Е треугольника приложимъ линейку 
= ив: ОЕ; иотомъ, ве слвигая линейки, 

м / в  Подвинемъ треугольникъ по линейк® 
2 до тЬхъ поръ, пока его ипотенуза 
м не пройдетъ черезъ точку С; тогда 

линия, проведенная по ребру тю 
треугольника тир, р®шитъ вопросъ; потому что при ланшяхъ 
ММ и тп, и сфкущей ОА, соотв тственные углы М МР и пир 
равны между собою; ибо они предотавляютъ одияъ и тоть же 
уголъ чертежнаго треугольника. 

15. Построить уголъ, равный данному.— Сложить произвольное: число угловъ. — 
Изь угла вычесть другой уголъ.—Уголъ раздфлить пополамъ и вообще на сте- 

пень числа 2.—ТЪ же задачи относительно дугь. 

ВопРОоСЪ. 

$ 192. На прямой, при данной на ней точнъ, по- 
строить у0л5, равный данному узлу. 

Пусть на прямой АБ, при точЕЪ 4, требуется построить 
уголъ, равный углу а. Изъ вершины а, какъ центра, опишемъ 
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дугу с произвольнымъ рад1усомъ; а потомъ изъ точки 4, какъ 
центра, тЪиъ же радусомъ, опишемъ дугу ВО. 
Изъ точки В радцсомъ, равнымъ хордЪ 6, 

й опишемъ дугу, и точку пересфченя С. соединимъ 
) съ 4, получимъ уголь А=а; потому что въ 
“ кругахъ, описанныхь равными рад!уеами, рав- 

к о ныйъ хордамъ, ВС и Вс, соотвфтетвуютъ равные 
центральные углы. 

ВопросЪ, 

8 1983. Требуется сложить нтъсколько узловз а, 6, с. 
Проведемъ какую нибудь прямую АВ и при точкф 4, взятой 

на ней, нанесемъ уголь ВАС, 

равный @; ва прямой АС, при 
точк$ 4, нанеемъ уголь САО, 

Е = Е равный 0; наконецьъ на бов 
г _ р Ар, при точкф А, нанесемъ 

ь- с  Утоль РАЁ, равный с. Очевидно, 
ат а «й в Что уголь 

ВАР=а-ьо с. 

$ 194. Чтобы из ума АВС 
вычесть уюлз 9, построимъ внутри 
его на одномъ изъ боковъ, ва- 
приифръ на АВ, при точкё БВ, 

_/Р уголь АВО, равный данному углу 
р" — р; уголь СВГ сосмавитъ искомую 
вл ё разность. 

Фиг. 122-я. 

„рн `члаарятьь.. 

фиг. 125-я. 

[ | 

ВопросЪ. 

6 195. По извъетным двумз умамз треузольника, по- 
строить третий ушюле. 

фиг. 194-я. Пусть а и б данные углы. Про- 
ведемъ прямую АВ и означимъ ва ней 
какую нибудь точку О. При этой 
точкЪ нанесемъ уголъ ВОС =а, №- 

тоиьъ утолъ СОр=б; уголь АОБ 

будетъ искомый, потому что онъ слу- 

6 Е витъ лополнешемъ до 2-хъ прямыхЪ 

сумиЪ утловт @а-- 6, п искомый уголъ 
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треугольника имфетъ тоже дополнене а-- 6, ибо сумма угловъ 
вЪ треугольникВ равна двумъ прямымъ утламъ. 

ВопРосЪъ. 

© 196. Узоль раздюлить пополаме. 

Пусть требуется раздфлить пополамъ уголь ВАС. Опишемъ 
дугу ВС, между боками угла; принявъ вершину А за цевтръ, 

а за радусъ произвольную длину. Изъ точекъ 
Фиг. 125. Ви С, какъ центровъ, радусами, равными хордЪ 

ВС, опишемъ дуги, и пересчете ихъ Р соедн- 
нимъ съ вершиною 4: тогда получимъ уголъ 

р У ВАКЕ= ГАС. Въ самомъ дЪлЬ, въ трбугольни- 
^^^ каъ АВРи АСК, АВ=АС, ВЕ= СЕ, АЕ 

общая; слфдовательно и углы, лежащие противъ 
равныхъ сторонъ, ВЕи СЁ, равны, т. е. уголь ВАР = САЕ. 

$ 197. Раздфливъ пополанъ каждый уголъ, составляющий 
половину угла ВАС, весь уголъ раздфлимъ на 4 раввыхъ части; 
а раздфливъ пополамъ каждую изъ этихъ четвертыхъ частей, 
таздфлимъ весь уголь ВАС на 8 равныхъ частей. Продолжая 
такимъ образомъ, раздфлимъ уголъ на 16, 32 ит. д. равныхъ 
частей, и вообще на всякую стенень числа 2. 

$ 198. Чтобы дугу ВС (фиг. 125) раздфлить пополамъ, 
соединимъ концы ея В и С съ центромъ 4; тавимъ образомъ 
получииъ уголь ВАС, который умФемъ раздфлить пополамъ; 
пусть уголь ВАЁ = САЕ; а какъ равнымъ центральнымъ угламъ 
соотвзтетвуютъ равныя дуги, то дуга ВС раздфлитея пополамъ. 

Этимъ способомъ дугу можно раздфлить на 4, 3, 16, ит. д. 
раввыхъ частей, и вообще на всякую степень числа 2. 

Примочане. Дуги можно описывать рад1усомъ, различнымъ 
отъ хорды ВС ($ 196), лишь бы только дуги пересвклись. 

ВопросЪ. 

$ 199. Прямой ушлз раздъаить на три равныя части. 
Пусть данъ прямой уголь БАС. На одномъ изъ боковъ 

АВ назназимъ произвольную точку 0; принявъ послфдовательно 

точки А и О за центры, а прялю АД за радуеъ, опишемъ 
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окружности; точку Р пересфченя ихъ соединимъ съ точками 4 и О, 
получинъ равностороннй треугольникъ АДЕ; 

ПЕ поэтому / ХАЕ=з 4; слёд. (САЕ=\ 
Примъчане. ЗдФеь естественно раждается [м 

> вопроеъ о раздфлени веякаго угла на три 
К равныя части. Вопросъ этотъ не можетъ быть 

й ршенъ помощю начальной геометрии, т. е. при 
р в помощи циркуля и линейки. Предостерегаемъ 

учащихся не тратить напрасно труда на рёше- 
не этого вопроса. 

16. Построить треугольникъ по даннымъ частямъ, достаточнымь для его опре- 
дфаен1я. 

ВопрРо СЪ. 

$ 200. Даны двъ стороны а и Ъ треуюльника и упюль с, 
ими составленный; построить туре- 
ольникз. 

При точЕЁ С ва неопредфленной 
прямой СВ построимъ уголъ С, равный 
с, и по бокамъ его отложимъ СВ =а, 
СА= 6; соединивъ точки Аи В, полузимъ 
искомый треугольникъ АБС ($ 98). 

Фвл. 127-я. 

ВопросЪ. 

6 201. Дана сторона и два ума треуюльника, построить 
треулюольникз. 

1) Пусть даны углы © и с, прилежашие данному боку а. От- 
ложивь на неопред®ленной прямой часть ВС, равную а, и по- 

строивъ углы В и С, соотвфтетвенно 
Фиг. 128-я. равные угламъ 6.и с, получимъ ис- 

комый треугольникъ АВС (8 1900). 
2) Если одинъ изъ угловъ 6 

И д и с долженъ лежать против» стороны 

р. е \ а, то, опредфливъ трей уголь 

|. ЕР с треугольника (8 195), приведемъ 
вопросъ къ предъидущему случаю. 
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Примъчате. 'Треугольникъ тогда только возможно постро- 

ить, когда сумма, двухъ данныхь угловъ фи с меньше двухъ 
прямыхъ. 

ВуопросЪ. 

8 202. Построить треулольникь 90 ‘тремз ею сторонамз 
а вис. 

На неопредзленной прямой отложимъ 

АВ, равную лини с; изъ точки А, какъ 
центра, радтусомъ, равнымъ сторонф 5, 
опишемъ дугу; изъ точки В, какъ цен- 
тра, рад1усомъ, равнымъ сторон а, 
опишемъ дугу до пересвчешя съ первою 
дугою, и точку перес$ченя С’ соедивимъ 
съ точками ВБ и 4: получимъ искомый 
треугольникъ АВС. 

Примъчате. 'Треугольникъ тогда только возможно построить, 
когда дуги перескутся; поэтому разстояе ихъ центровъ или 
бокъ с долженъ быть меньше суммы двухъ другихъ боковъ аиб и 
больше ихъ разности. 

фиг. 129-я. 

Вопросъ. 

8 208. По двум сторонамз и уму, лежащему противъ 
одной из нилз, построить трелольникз. 

1) Пусть даны стороны а и $, гдё а>6, и уголь А”, ко- 
торый долженъ лежать противъ большей стороны а. 

Построимъ уголь ВАС, раввый А’, и отложимь АС=. 
Принявъ точку С за центръ, радусомъ, равнымъ а, опишемъ 

дугу, которая пересфчеть прямую 
АВ въ двухъ точкахьВ и О, ле- 

жащахъ по разнымъ сторонамъ точки 
А; потому что волфдетне условл, 

АС меньше ВС. Проведя прямыя 
СВи СР, получииь два треуголь- 
ника АВС и АСО; изъ вихъ 

первый удовлетворяетъ услонмямь, а 
во второмъ, стороны 4С=виСО=4 

суть данпыя, но противъ большей изъ нихъ лежитъ не данный 

уголъ А’, а его донолнеше САД. 

фиг. 130-я. 
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2) Пусть а< в, а данный уголь А’ долженъ лежать про- 
тивъ меньшей стороны а. Повторивъ построене, изложенное въ 

1-мъ случа, найдемъ, что’ дуга, 

Фиг. 131-я. описанная изъ центра С’рад1усомъ 
а, пересчетъ прямую АВ въ двухъ 

а точкахь В и Г), по одну сторону 
ен. точки 4, потому что, велёдетые 

"т а усломя, АС больше радуса а, и 
слфд. точки пересфченй должны быть 

ближе къ основан перпендикуляра, нежели точка А, и получииъ 
два треугольника АСШ и АВС, удовлетворяющее условямъ 
вопроса. 

Примъчаще. Вопросъ будетъ возможенъ, если плуга, опи- 
саннал изъ центра С, радусомъ а; переефчеть прямую АВ; а 
для этого необходимо, чтобы а было больше разстоямя СЕ, 
точки С’ до прямой АВ. Такимъ образомъ, въ первомъ случа 
вопроеъ всегда возможенъ, потому что радтуеъ а, будучи больше 
наклонной СА (фиг. 130), необходимо больше перпендикуляра, 
опущеннаго изъ С на АВ. 

Фиг. 132-л. 3) Пусть а=5. Построимъ уголь А, равный дан- 
ному углу А’, отложимь АС=Ь, а изъ точки С, 

. какъ центра, опишемъ дугу радусомъ а: она необхо- 
димо пройдетъь черезъ точку 4, такимъ образомъ 

А В получится треугольникъ АВС. 

Примпчаще. Въ этоиъ случа вопросъ тогда только воз- 
моженъ, когда данный уголь 4 острый; потому что, при ус- 

лови а =, два противолежашщле угла Аи В равны между собою; 

а въ треугольникв не можетъ быть двухъ тупыхъ, а также двухъ 

прямыхъ угловъ. 

17. Провести окружность черезъ три данный точки, не лежащия на одной прямой.— 

Данной окружности вли данной дуги найти центръ. — Провести касательную к 

окружности черезъ точку кривой, черезъ точку внёшнюю и параллельно данпой 

прямой.— Въ треугольниЕ $ вписать окружность.—На данномъ основани построить 
круговой сегментъ, вифщающий данный уголъ. 

ВопросЪ, 

8 204. Провести окружность черезз три данныя точки, 

не лежаиция на одной прямой. 
т 
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Пусть 4, Ви С означаютъ три данныя точки. Проведемъ 
двз прямыя 4В и ВС, — ов булутъ хордами ис- 
комой окружности; изъ серединъ этихъ прамыхъ 
возставимъ въ нимъ перпендикуляры ДО и РО, — 
каждый изъ нихЪ пройдетъ черезъ центръ (8 138); 
поэтому точка пересченя О будетъ центромъ иско- 
мой окружности, а ОА рад1усомъ. 

Фиг. 77-я. 

8 205. Изъ предъидущаго рёшевя видно: чтобы найти 
центрз окружности или души, вадобно провесть двф перес®- 
кающяся хорды, и изъ серединъ ихъ возетавить перпендику-- 
ляры; точка пересфчемя этихъ перпендикуляровъ будетъь ис- 
комый центръ. 

ВопРоСЪ. 

$ 206. Провести касательную къ окружности. 

1) Кода дана точка на окружности. Пусть А давная 
Фиг. 133-я, точка; соединимъ ее съ центромъ О и возета- 

В вимъ перпендикуляръ ВС изъ точви 4 къ ра- 
д1уву 40; ВС будетъ касательная. 

2) Козда дана точка внъ кра. Пусть 
требуется провесть касательную къ окружности 
О черезъ точку 4 (фиг. 134). Соединииъ центръ 
О съ точкою 4; середину прямой АО при- 

мемъ за центръ, а половину ея за радусъ: окружность, такимъ. 
образомъ описанная, пройдетъ черезъ точки 4 и О, и перес$- 
четъ данную окружность. Соединимъ данную точку 4 съ точками 

перес$ченя Си Ш, получимъ двф кава- 
Фиг. 134-я. тельныя АС и АД. Въ самомъ дфлф, углы 
с АСО п АБО, какъ вписанные въ по- 

луокружностяхъ, равны прямому углу; зна- 
д ЧиТЪ прямая С.А, проведенная перпендику- 

лярно къ радусу СО, касательна вЪ окруж- 
в ности (5 153). Тоже должно сказать и о. 

прямой ДА. 

3) Кода касательная должна быть параллельна. данной 
прямой. Пусть АВ данная прямая; изъ центра О опустимъ 
перпендикулярь ОД на прямую АВ, а изъ точки пересфченл 
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Фит. 135-2. С’ возставимъ перпендикуляръь ЕС къ прямой 
РО: этотъ перпендикуляръ будетъ касатель- 
ною къ окружности, и онъ параллеленъ АВ, 
потому что двЪ прямыя АВ и ГС перпенди- 
кузарны къ третьей ДО. Другое рфшене до- 
ставить прямая ММ, проведенная перпен- 
дикулярно къ даметру СЕ черезъ конецъ 
его Е. 

ВопРосЪ. 

$ 2071. Вз треуюльникь вписать окружность. 

Припомнииъ ($ 157), что вписать кругъ въ треугольник® 
значить найти такой кругъ, къ окружности котораго касались 
бы бока треугольника. Пусть данъ треугольникъ АВС. Раздф- 

лимъ пополамъ два угла треугольника, 
Фиг. 136-а. напримръ углы 4 и В; изъ точки пе- 

с рее$ченя О опустимъ перпендикуляры 
. Ор, ОРи ОС ва стороны треугольника, 

Р и докажемъ, что ОД= ОЕР=оОС. Въ 
я. С прямоугольныхъ треугольникахь 4АДО и 
А в _АРО, при общей ипотенуз$ АО, острые 

углы равны между собою, )АО0О= ЕАО; 
елф довательно остальныя части равны, ОД = ОР, Ар= АЕ. 
Точно также изъ равенства прямоугольныхъ треугольниковъ ВОО 
и ВСО, вайденъ, что Ор= ОС; звачитъ О. = ОЕ= ОС. 
Поэтому, принявъ О за цевтръ, а ОШ за радусъ, получимъ 
окружность, которая пройдетъ черезъ точки 0), Е и С, а сто- 
роны 4В, ВС и АС, будутъ къ ней касательны въ точкахъ 
р аи Е ($ 153). 

8 208. Для рьшешя вопроса, мы раздфлили пополамъ углы 
Аи В; легко объяснить, что прямая, дълящая пополам 
третий уюль С, пройдетз черезз точку О пересъченя двух 
первыхь равно-дтлящихз. Въ саномъ дфлВ, проведя прямую СО 
(фиг. 136), найдемъ, что въ прамоугольныхъ треугольникахъ 
СРО и СВО, при общей ипотенуз$ СО, катеты ЧО и ЕО 
равны; слфдовательно и остальныя части равны, т. е. 

ДЕСО= 400. 
7* 
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$ 209. Мы замфтили (8 207), чю АД=АЕ: поэтому, 
если окружность вписана в уль, то бока ума, оураничен- 
ные точками касанщя, равны между собою. 

Примъчане Г. Подобно тому, какъ мы вписали окружность 
въ треугольник%, можно провесть окружность, которая касалась 

бы къ какимъ нибудь тремъ прямымъ. Такъ, 
Фиг. 137я. чтобы овружность касалась къ прямымь АВ, 

АСи ВС’; раздФлимъ углы А и В пополамъ, а 
изъ точки пересфченя ихъ О опуетимъ периен- 
дикуляры ОР, ОШ и ОС на данныя прямыя. 
Изъ равенства треугольниковъ АОЁГ и АОД, 
ВРО и ВОО, получииь ОР= 0О.= 00; 
слфдовательно окружность, описанная изъ центра 

О радусонъ ОЕ, удовлетворить условямъ вопроса. 

Если прямыя АС и ВС’ параллельны между собою, и тре- 
буется описать окружность, для которой прямыя АС, ВС’ и АВ 

были бы касательными, то надобно поступать такъ 
Фиг. 138-я. точно, кавъ мы поступили въ предъидущенъ слу- 

Ча$; доказательство будетъ такое же. 
Примъчаме П. Окружность называется впи- 

санною въ угл, если она касается къ его бокамъ. 
На основан!и доказательства, изложеннаго въ & 207, 

предлагается найти геометрическое м$ето центровъ 
окружностей, вписанныхъ въ данномъ углЪ. 

ВопросЪ. 

$ 210. На данной прямой построить круювой сементз, 
вмощающи данный уюле. 

Пусть АВ означаетъ данную прямую, которая должна быть 
хордою круга, — причемъ одинъ изъ сегментовъ, отдфляемыхъ 

этою хордою, долженъ содержать вписанные 
углы, равные напередъ данному углу М. При 
точкф А построимъ уголь ВАС, равный углу 
М; изъ точки А возставимъ перпендикуляръ 
АР къ боку 4С; изъ середины Е хорды 
АВ возставимъ къ ней перпендикуляръ РО; 

пересфчене О (8 19) этихъ перпендикуляровъ 
примемъ за центрь и радуеомъ ОА опишемъ 
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окружность: она пройдетъ черезъ точку В; потому что 40 = ВО 
(& 55), и АС будетъ къ ней касательною въ точк® 4 ($ 153). 
Сегментъ 4.М№В есть искомый; въ самомъ дфлф, всяюй вписанный 
въ немъ уголь АМ№МВ равенъ половинф центральнаго угла АОВ, 
соотвЪтствующаго дуг АВ; уголь ВАС, образуемый касатель- 
ною и хордою, составляеть также половину того же централь- 
наго угла; слфдовательно уголь АМВ =углу САВ, а уголь 
САВ = М; значить уголь АМВ = М. 



ОТДЕЛУ ЧЕТВЕРТЫЙ. 

Пропорщенальность лен! и подобе мвогоугольниковъ. 

18. Понят1я объ отношени и измврени величинъ.— Изм$рене прямой лин!и.— 
Величины соизмфримыя и несоизм$римыя. — Отношеве центральныхъ угловъ 
равно отношен1ю соотвфтственныхъ дугъ, описанныхъ равными рад1усами.— Из- 
м$рев!е центральныхъ угловъ.— Транспортиръ. — Измфрене угловъ, составлен- 

ныхъ хордами, касательными и сфвущими къ окружности. 

8 211. Отношенмемз одной величины къ другой, однород- 
ной съ ней, называется отвлеченное число, на которое надо 
умножить послфднюю величину, чтобы получить первую. Чтобы 
означить отношен!е величины „4 въ другой величин В, пишутъ 

А 
А: В или В. 

$ 212. Измьрить величину значить найти ея отношение 
КЪ другой величин, принятой за единицу. 

Покажемъ способъ для измф$решя прямой линш. Если прямая, 
принятая за единицу, укладывается, содержится въ измфряемой 
величив® ровно, безъ остатка, то въ этомъ случав отношене 
и зы$ряемой величины къ единиц® выразится цфЛлымЪ числомъ. 

Положимъ, что прямая 
Фиг. 140-я. аф, принятая за единицу, 

т , в  УЛОжилась въ АВ, напри- 
с р мЪръ, 2 раза съ остаткомъ 

ОВ. Если бъ нашлась такая 

. о часть единицы аб, которая 
укладывалась бы ровно въ 

праной АВ, то отношеше прамой АВ къ аб выразилась бы 

дробью; въ самомъ дЪлЬ, если напримфръ ‘/, часть единицы аб 

уложится ровно 12 разъ въ АВ, то АВ="/, аб; слЪд. на 

| АВ 12 
основаншя опредфлевя отношеня ($ 211), получимъ р в 
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И такъ, для изифреня прямой необходимо показать способъ 
ютысканя такой прямой, которая укладывалась бы ровно, безъ 
остатка, въ единиц и въ измфряемой прямой; такую прямую 

называютъь общею мърою двухз прямыхь линщ. 
ЗамЪтииъ, что общихъ м$ръ для двухъ прямыхъ множество; 

потому что 1/з, 1/3, 1/4 и т. д. отысканной общей мры также 

будетъ содержаться безъ остатка въ обфихъ лившяхъ, т. е. въ 
измфряемой и въ единицЪ. Между иножествомъ общимъ м$ръ 
для двухъ прямыхъ есть одна, большая вефхъ остальных; ее 
называютъ общею наибольшею мтрою. 

ВопрРосЪъ. 

$ 213. Начтии общую наибольшую мъру между двумя 
прямыми. 

Пусть АВ и а означаютъ двЪ данныя прямыя. 
Наложимъ меньшую лишю а6 на 

Фиг. 11-я, большую столько разъ, сколько воз- 
Е в МОБ. 

Пусть аб уложилась отъ 4 до С 
аъ три раза съ остаткомъ СВ, т. е. 

АВ=3а-| СВ. (1); 
пусть остатокъ СВ укладывается въ аб два раза съ остаткомъ 
Ь, слЪдовательно 

| а =9СВ-+-1Ь . (2); 
пусть остатокъ ОЬ въ прежнеиъ остатк$ СВ’ содержится ровно 
два раза, безъ остатка; слёдовательно 

СВ=2Ь.. . (3). 

Прямая 0 будетъ общею м$фрою данныхъ лишй. И дфй- 
ствительно, ветавивъ во (2) равенство, вмфето СВ, ему рав- 
ное 2176, получимъ, 

аб =? х 206+ 0, слфд. а =515; 

а изъ (1) равенства, при той же подстановкВ, вм$сто аб и СВ, 
имъ равныхъ, получимъ 

АВ=3хХ51Ь -- 21Ь, слфд. АВ = 171. 

Прямая 10 есть общая мфра для данныхъ прямыхъь АВ 
и аб: она въ первой содержитсл 17 разъ, а во второй 5 разъ, 

въ обоихъ случаяхъ безъ остатка. Докажемъ, что ОО есть нау- 

большая им$ра. 
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Наибольшая мФфра должна содержаться безъ остатка въ дан- 
выхъ прямыхъ АБ и а6; слЪдовательно, по равенству (1), она 
должна содержаться безъ остатка и въ СВ. Та же наибольшая 

ира содержится ровно въ аб и СВ; слЪдовательно, по (2) ра- 
венству, она заключается безъ остатка и въ 15. Поэтому общая 
наибольшая м$фра не можетъ быть больше 16; и какъ ШОЬ за- 
ключается ровно въ АВ и аб, то ОБ есть общая наибольшая м%ра. 

Предъидущ!й ‹пособъ отыскивашя общей наибольшей мфры 
сходенъ съ отыскивашемъ общаго наибольшаго дфлителя между 
двумя числами: 

Меньшая линля накладывается на большую, остатокъ на- 
кладывается на меньшую линю, новый остатокз наклады- 
вается на первый остатокз и т. 9., — каждый остатокз 
накладывается на предгидуиий остатокз; если одинз изъ 
осталтковз уложится ровно вв предзидущемз, то онз и бу- 
дет» общею наибольшею мтърою. 

И тавъ вопросъ объ измфрени прямой лини рфшенъ: стоитъ 
только взять произвольную единицу, напримфръ аршинъ, футъ, 

дюймъ, найти общую наибольшую мФру между данною прамоюи 

избранною единицею, опредзлить, сколько разъ эта м$ра содер- 

жится въ давной лини и сколько въ единицф, и наконец пер- 

вое число принять за числителя, а второе за знаменателя отно- 

шен!я между измфряемою прамою и единицею. 

в 214. То же относится къ измфреню дугъ, причемъ за 
единицу принимается дуга, равная четверти окружности, описанная 
тфиъ же радлусомъ, какимъ описана данная дуга. 

& 215. Бываютъ тавя одвородныя величины, которыя не 
иифютъ общей мфры; въ существовании такихъ величинъ убфж- 
даемся изъ слфдующаго предложения: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

Ипотенуза и катетз равнобедреннало прямоуюльнало туе- 
уюльника не имьъютъ общей мъры. 

Пусть въ треугольникф АВС, уг. С-— прямой и АС = ВС: 
значить уголь 4 = В, и каждый равенъ половинз прамаго. 

Въ инотенуз5 АВ и ватету АС примфнамъ способъ оты- 
сканя общей наибольшей м%ры ($ 213). Такъ какъ ипотевуза 
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АВ больше катета АС, ибо наклонная больше перпендикуляра, 
то отложимъ АС по АБ, отъ точки 4, или, что тоже, опи- 

аа шемъ дугу изъ точки 4 радусомь АС 
й до пересфчешя ея съ ипотенузою АВ; 

получииъ 
АВ=АСс-+ Вр..... .(1). 
Заифтимъ, что ВШ меньше АС; 

дзйствительно АВ< АС- ВОС, слъд. 
АВ<ЗАС, отсюда заключаемъ, что АС 
не содержится двухъ разъ въ АВ. И такъ 

катет5 АС содержится вв итоте- 
в нузь АВ только одинз разз с5 остат- 

с Е с В комё ВО. 

Чтобы продолжать способъ отыскиваюя общей наиб. мЪры, 
надобно посмотрфть, сколько разъ ВЛ содержится въ АС или 
въ ВС ($ 213). Проведя черезъ точку О перпендикулярь ОР 
къ ипотенуз$ АВ, виЪств съ тфмъ отрфжемь СЁЕ= ВО; ибо 
этотъ перпендикуляръ будетъ касательная въ окружности; зна- 
чить въ угль СЁО будетъ вписана окружность; слВд., на осно- 
вани $8 209, .СЕ=рЕ; а эта послфдвая равна БО, потому 
что въ прямоугольномъ треугольникф ВОЕ, уголъ В равенъ 
половин прямаго; слфд. и Е равенъ половинф прямаго; зна- 
читъ бока, лежашле противъ равныхъ угловъ Ви Е, равны 
между с0б0ю; изъ всего сказаннаго заключаемъ, что СЁЕ=ВО, & 

ВС или АС= ВШО+ ВЕ. 

Очевидно, что ВР>> ВО ($ 49); слфд. надобно еще узнать, 
сколько разъ ВГ) содержится въ ВЕ; для этого заифтимъ, что 
треугольникъ ВГЕ прямоуголенъ, и катеты его В. и ОР 
равны; значить категьъ ВЛ въ ипотенузв ВР содержится только 
одинъ разъ съ остатком ВС; этотъь послфднй получится, 
когда изъ точки Е радусомъ РО = ВО опишемъ дугу. СлФд. 
ВЕ=ВО+ ВС и 

АС=звВоО-+ ВОС. .. (2). 

Примфняя къ прямоугольному треугольнику ВОЕ, въ ко- 
торомъ катетъ ОР= В, все сказанное о данномъ треуголь- 
ник$ АВС, найдемъ, что остатокъ ВС содержится два раза въ 
ватетф ВО (въ первомъ остатЕ$), съ остаткомъ, и т. д. Отеюда 
видно, что способъ для отыскиван!я общей наибольшей иЪры, между 
ипотенузою и катетомъ равнобедреннато прамоугольнаго треуголь- 
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ника, всегда приводить къ остатку, сколько бы дфйстые ни про- 
должали; поэтому ипотенуза и катетз разнобедреннаю прямоу- 
зольналю треуюльника не импють общей мтры: пли, что тоже, 
далональ и бокъ квадрата не имъютз общей мыры. 

$ 216. ДВ величивы, имфюшия общую мфру, называются 
соизмъримыми, а не имбющя ея — несоизмъримыми. 

ПрЕДЛОЖЕН1Е. 

$ 217. Если величина несоизмърима сз друюю, то отно- 
щене ея к5 этой друюй величин есть число несоизмпримое. 

Въ самомъ дфлЪ, положимъ, что величины а и 6 несоизм$- 
а 

римы, и допустимъ, что отношене между ними ро соизиЗри- 

Р 
мое число Г. гд$ риа суть цфлыя числа. И такъ положимъ, 

а _Р 
что; = а отсюда 

р 
а=р.— ..(1); 

9 

очевидно, что Ь=а.“ (2). 
р 

р 
Изъ послфднихъ двухъ равенетвъ видно, м а содер- 

жится р разъ, и въ р содержится 4 разъ; значить а и р им ютъ 
р 

общу мЗру г. а это противно условю, по которому а и рф несо- 

изифримы, т. е. не имзютъ общей м$ры. Слфд. нельзя допустить, 
что отношене двухъ несоизм$римыхъ величинъ есть число соиз- 
мфримое. 

Въ тфхъ случаяхъ, когда двЪ величины несоизи8римы, отно- 
шен!е между ними, какъ несоизмримое число, можеть быть 
опредфлено Только по приближеню, и мы должны показать, что 
всегда можно найти приближене съ желаемою точностью. 

ВопрРосЪ. 

$ 218. Найти приближенное отношене двуть несоизмъ- 
римыль прямыхь лин. 
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Отношене двухъ несоизм$римыхъ лин! можетъ быть найдено 

только приблизительно, и вся сущность р$фшеня этого вопроса 
состоитъ въ томъ, чтобы найти приближене съ желаемою точностью. 

Пусть А и В означаютъ двф прямыя, и требуетея найти 
отношенте ихъ съ точностью, напр. до &; это значить, что истин- 
ное отношен6 4: Ви его приближене, которое мы ищемъ, 
должны разниться на число меньше &. 

Вообразимъ, что прямая В раздфлена на 10 равныхъ ча- 
стей, и положимъ, что, укладывая десятую часть прямой В по 
лини А, оказалось, что А содержитъь 23 части, но не содер- 
житъ 24-хъ частей, т. е. 

В В 
о Е а 

изъ этихъ неравенствъ получимъ 

А_ 33 А 24 
в" вхо 

дд. р завлючается между 15 и 24, которыя разнятся на 15, 

А 
поэтому отношеня > и 1 дадуть разность, которая будетъ 

меньше :\; значить 

А 23 1 
В- 10 “? "оЧНоетью до 1, 

$ 219. Приближенное отношение между дугами, описанными 
равными рад!усами, находится точно такъ же, какъ и прибли- 
женное отношен1е между прямыми лин1ями. 

ПрРЕДЛОЖЕН!Е. 

8 220. Отношене между двумя узлами равно отноше- 
ню между Оумами, заключающимися между боками этихь 

лов и описанными равными радфусами изз вершинз, при- 
нятыхь за центры. 

Пусть даны углы аи 6; принимая вершины ихъ за центры, 
опишемъ дуги а и’ произвольными, но равными радлусаии, и 

докажемъ, что 
’ 

а 4 

ьЬ 
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Для этого надобно на самомъ дфлф найти то и другое отно- 
шене и посмотр$ть, равны ли они между собою. Въ этомъ не 
представится затрудненй, ибо намъ извфетно, какъ ищется отно- 
шен!е между двумя дугами (88 214, 219), точно или по при- 
ближеню, смотря по тому, будутъ ли дуги соизмфримы или несоиз- 
мфримы. 

1) Пусть дуги а и В’ соизи$римы, и общая ихъ мфра т 
содержится 7 разъ въ а и5 разъ въ 6; слф- 

Фиг. 143-1. — довательно отношенще ду 

Каждой дуг т соотвфтетвуетъ центральный 

уголъ р; велёдетв1е равенства дугъ, и централь- 

ные углы равны между собою; слфд. уголъ а 

раздфлится на 7, а 6 на 5 равныхъ частей; зна- 

читъ уголъ р есть общая ифра угловъ а и 6, 

и отношенме улов 
а 1 
65 

Изъ этихъ равенствъ имфемъ 

а @ 

| ИРА 
2) Пусть дуги а’ и В’ несоизи$римы. Отношене ихъ можеть 

быть найдено только по приближеню, и мы должны доказать, 
что приближеня отношенй дугъ, 
съ одной стороны, и угловъ, съ 
другой, всегда равны между собою, 
при всякой степени приближеня — 
6% этомз состоитз понятие о ра- 
венствъ отношений несоизмпри- 
мыть величина. 

И тавъ положинъ, что тре- 
буется найти  отношеше между 
дугами съ точностью, наприхЪръ, 
до '/&. Для этого дугу 6’ раздфлимъ 
на 4 равныя части и найденную 
часть будетъ укладывать въ дуг$ а’; 

положииъ, что она уложилась 9 разъ съ остаткомъ; поэтому 



>99. 1и< 10.7. 
4 4 

а 9 а 19 

м ть 
г. 39 

сяЪдоват. = Ърно до '/.. 

, 

ё Й : 
Каждой дугЪ 4 соотвфтетвуетъ центральный уголъ, и всф 

эти углы равны между собою; слфдовательно можно свазать, что 
уголь 6 раздфленъ на 4 равныя части, и одну изъ этихъ частей 
укладывали въ угл а, причемъ она уложилась 9 разъ съ остат- 
комъ; слдовательно 

а>9. Рна< 10. 2. 
4 4 

а 3 а _ 10 

к. ата 
а 9 

слфдовательно } —4 «Ъ точностью до о 

Значит, приближеше отношеня дугъ @/б’ всегда равно 
приближен!ю отношеня соотвфтетвенныхъ угловъ @/ф; потому что, 
вифсто дфлешя дуги 6’ на 4 равныя части. иожно дЪфлить ее 

на какое угодно число. И такъ 

а а 

пи 
какимъ бы числомъ ни выразилось одно изъ этихъ отношений. 

8 221. Мы видфли, что отношение вслкихъ двухъ централь- 
ныхъ угловъ равно отношентю соотвётетвенныхь имъ дугЪ, лишь 
бы только дуги эти были описаны равными радлусами, —вЪ этомъ 
смыслф товорятъ: центральные углы иропорщональны соотвфт- 
ственнымъ дугамъ, если только онф описаны равными рад1усами. 

Вообще, 067% величины называются пропорилональными, если 
онъ находятся в5 такой зависимости, что сё измюнвнмеме 
одной измъняется дуфая такз, что отношенше какилё ни- 
будь двухз количеств, принадлежащихь первой величин, 
равно отношению соотвътственныхь имз количествь второй 
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величины '). На основанш этого опредфлевя, предложение предъ- 
идущаго $ можно тавъ выразить: 

$ 222. Ущлы пропорщональны дуамз, заключающимся 
между ить боками и описанным5 изз вершин: равными рад- 
сами. 

Въ самомъ дЪлЬ, съ измфневшемъ угла, т. е. съ увеличенемъ 
или уменьшенемъ его, изм няется и дуга, заключающаяся между его 
боками ($ 161); притомъ, на основани 8 220, отношен1е какихъ 
нибудь двухъ угловъ равно отноменю соотвтетвенныхь имъ дугъ, 
описанныхь равными радлусами изъ вершинъ, какъ центровъ. 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 223. Центральный уюлё измъряется дуою, заключаю- 

ФЕ ЧБ. щеюся между ео боками. 

Пусть требуется измфрить уголъ .4; это 
значить, требуется вайти отношеве угла 4 
къ прямому углу О, принимаемому за еди- 
ницу при измфрени угловъ. Принявъ вер- 
шины даннаго угла и прямаго за центры, 
опишемь дуги ВС и ЕЕ произвольными, 

р к но равными рад1усами, АВ = ОЕ. 

Намъ извфетно (5 220), что 

[А дуг. ВС 
А В [О дуг. ЕЁ` 

Поэтому измфреше угла А сводится на измфрее соотвфт- 

ственной ему дуги ВС, причемъ за единицу принимается дуга 
ЕЕ, равная четверти окружности; значить, сл$дуя способу, ука- 
занному въ 68 214, 219, надо найти число, выражающее от- 
ношене дуги ВС къ четверти окружности ЕЁ; это же число 
выразитъ и искомое отношеве угла 4 ЕъЪ прямому углу. Если 

дуг. ВС _ 5 

дуг. ЕЕ 6’ " 

= 

найдемъ, напринфръ, что отношене хугъ, 

отношен1е угловъ 

елфл. уголъ 4 составится изъ 8-хъ частей прямаго угла ДО. 

1) Сы. Ариеметику Ф. Симашко, изд. УТ, 1885 г. 
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Возьмемъ равенство 

[А _ дуг. ВС. 

(р дуг. ЕЕ’ 

въ неиъ прямой уголь ЮР принимается за единицу при измф- 
реви угловъ, и дуга ЕЕ, равная четверти окружности, прини- 
мается за единицу при измфреши дугъ; слфдовательно можно 
Написать 

ДА дуг. В 

[1 дуг. 1 

Это равенство показываетъ, что центральный уголь 4 содержитъ 
столько угловыхъ единицъ, сколько соотвётствующая дуга со- 
держитъ дуговыхъ единицъ. Въ этомъ смыслф говорятъ: цен- 
тральный уюлз измъряется соотвътствующею ему дуюю, в 
для краткости пишутъ 

ДА= дуг. ВС; 

причемъ надо помнить, что въ этомъ равенствЪ подъ угломъ А 
и дугою ВС подразумваются отвлеченныя числа, выражающя 
отношен1я центральнато угла къ прямому углу и, съ другой ето- 
роны, дуги къ четверти окружности. Эти то отношевшя и 0у- 
дутъ равными между собою; безъ указаннаго замфчан1я было бы 
нелёпо читать „уголь равенъ дугф“. 

$ 224. Мы сказали, что за единицу для изифреня угловъ. 
принимается прямой уголъ, какъ постоянная величина, На, этомъ. 
основани и всякая опредфленная часть прямаго угла можеть 
быть принята за единицу. Весьма часто за единицу для изм$- 
реня угловъ принимается % часть прямаго угла, которую на- 
зываютъ зрадусомз. 

Вообразимъ, что прямой уголь АО’ 
ее: раздфленъ на 90 равныхъ частей или. 

градусовъ; если изъ вершины его О, 
какъ центра, произвольными радлусани. 
опишемъ н®сколько окружностей, то между 
боками прямаго угла будутъ заключаться 
четверти каждой окружности; каждая. 
изъ нихъ боками угловъ въ одинъ гра- 

дусъ раздфлится ва 90 равныхъ частей; 

О | сяЪд. каждая окружность будетъ раздфлена. 

ча 90Ж4 или на 360 равныхъ частей. 
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Принято и дуги, завключающияея между боками угловъ въ 
одинъ градусъ, называть также градусами; причемъ ихъ назы- 
ваютъ дуговыми градусами, въ отлич1е отъ угловыхъ градусовъ; 
слЪд. всякая окружность дзлится на 360 дуговыхъ градусовъ. 
Понятно, что дуги въ одийъ градуеъ, заключающяся между бо- 

ками угла въ одинъ градусъ, но описанныл разными радтусами, 
не будуть равными между собою: съ увеличешмемъ радлуса и дуги, 
соотвфтетвующия центральному углу въ одинъ градусъ, будутъ 
увеличиваться; между тЪиъ уголъ въ одинъ градусъ всегда по- 
стояненъ, какъ 5; часть прямаго угла. 

Уголъ въ одинъ градуеъ принято дфлить на 60 равныхъ 
частей, называемыхъ минутами; уголь въ одну минуту дфлятъ 
на 60 равныхъ частей, называемыхъ секундами. Принято таке 
и дуги, соотвфтетвующия угламъ въ одну минуту и въ одну се- 
кунду, послфдовательно называть минутами, секундами. 

Для означеня градусовъ, минутъ и секундъ, безъ различия, 
будуть ли они угловые или дуговые, употребляются знаки (°), 
{°), (^); ваприм$ръ для означеня угла или дуги въ 15 граду- 
совъ 45 минутъ и 10 секундъ пишутъ 15° 45’ 10". 

$ 225. Посмотримъ теперь, какъ измфрить уголъ, принавъ 
за единицу уголь въ 1? Пусть данъ уголь АОВ (фиг. 146), 
а уголь .АОС означаетъь 1? Произвольнымъ рад1усомъ ОА, изъ 
вершины О, какъ центра, опишемъ окружность; на основани 
$ 220, получимъ 

[АОВ дуг. АВ 

ДАОС дуг. АС 
ИЛИ 

[АОВ дуг. АВ. 

(1 дуг. 19’ 

равенство это показываетъ, что центральный уголь ЛОБ будетъ 
содержать столько угловыхъ градусовъ, сколько соотв$тствующая 
ему дуга содержать дуговыхъ градусовъ. 

Изъ предъидущаго слфдуетъ, что для измфреюя угла въ гра- 

дусахъ, минутахъ и секундахъ стоитъ только опредфлить, сколько 
градусовъ, минутъ и секундъ въ дугЪ, описанной изъ вершины, 
какъ центра, хроизвольнымх радлусомъ и заключающейся между 
боками даннаго угла; такое же чиело гралусовъ, минутъ и се- 
кунлъ будетъ въ измфряемомъ углф. 
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Зная величину угла въ градусахъ, минутахъ и секундахъ, 
ножемъ найти его отношене къ прямому углу. Напримфръ, если 
уголь А=15°, а Ш) означаеть прямой уголъ, то, на основанши 
$ 220, имфеуъ 

А 15°. 

р’ 90°’ 

потошу что углу въ 15° соотвфтствуеть и дуга въ 15°. 00- 
кративъ дробь 15, получимъ &; слфд. уголь А составляетъ шестую 
чаеть прямаго угла. 

Если уголь А=12$ 15’, то 

А 12 15 185. 

р 90° "5400 
= 0,13 — съ точнострю до 0,01. <лфд. 

$ 226. Въ практик для опредфленя угла въ гралувахь и 
его частяхъ употребляется инструментъ, называехый яранспор- 
тиромз. 

Транспортиръ есть мфдный или 
роговой полукругъ, раздфленный на 
градусы; градусная надпись расаола- 
таетея по большей части въ 06% про- 
тивуположныя стороны отъ 0 до 180; 
‘центръ 0 окружности назначается на 
даметрь (0....180) линейки АВ 
транепортира. 

Фиг. 147-я, 

ВопРосъ 1. Улолз начерчень, опредълить число ею 1ра- 

9усовб. 

Пусть данъ уголь АОС; приставииъ транспортиръ къ боку 

ОА таквъ, чтобы центръ транспортира совпалъ съ вершиною дан- 

наго угла, и чтобы бокь ОА угла совиаль съ маметроиь АВ 

транс портира; число градусовъ дуги транспортира, заключаю- 

щееся между боками О.А и ОС, покажетъ число градусовъ дан- 

наго угла. 

ВопРтосъ П. На данной прямой ОА, при ея точкъ О, 

построить уюль, равный данному числу 1радусовъ. 
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Приставимъ транспортиръ къ данной прямой О.А такъ, чтобы 
маметръь его АВ совпалъ съ бокомъ ОЛ, а центръ совпалъ бы 
съ данною точкою О. Отифтивъ на бумаг$ то дфлете С на 
транспортир, которое соотвфтетвуеть данному углу, соединимъ. 
точку С съ точкою 0; получамъ искомый уголь 4ОС. 

$ 227. Когда уголъ начерченъ такимъ образонъ, что его 
бока составляютъ хорды, или касательные, или с$куще окруж- 
ности, то для измфреня такого угла нфтъ надобности описывать. 
между его боками дуги, какъ объяснено въ 8 223, а можно. 
воспользоваться уже данною окружностью. Разсиотримъ вс случаи. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 228. Вписанный уюлз измюряется половиною душ, 
заключающейся между ею боками; потому что онъ составляетъ. 
половину центральнаго угла, соотв тствующаго этой дуг$ (8165), а. 
центральный уголъ измфряется соотв тствующею ему дугою (8 223). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 229. Уюль, составленный хордою и касательною, про- 
веденною черезз конешь этой хорды, измъряется половиною 
заключающейся в5 немз души; потому что онъ составляетъ поло- 
вину центральнаго угла, соотвфтетвующаго этой дугз ($ 168). 

ПрРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 230. Уюль, которало вершина внутри круа, измт- 
ряется полусуммою дз, заключающихся между боками угла 
и илз продолженлемь; потому что онъ равенъ полусумиё цен- 
тральныхь угловъ, соотвфтетвующихь дугамъ, заключающимся. 
между боками угла и ихъ продолженями (8 169). 

ПрЕДЛОЖВНИЕ. 

$ 231. Улолз, котораю вершина внь круш, измюряется 
полуразностью ду15, заключающихся между ею боками; потому 
что онъ равенъ половинф разности центральныхъ угловъ, еоот- 
вфтетвующихь дугамъ, заключающимся межлу его боками ($ 190)- 
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19. Параллельныя прлмыя отсфкаютъ отъ двухъ лишй, какъ ви есть проведен- 
ныхЪъ, пропорц1ональныя засти. — Хорда треугольника, проведенная параллельно 
одному изъ боковъ, раздАляетъь дзф проз1я стороны на части пропорцональ- 
ныя. — Обратное предложене. — Лин!и, проведенныя изъ одной точки, разд$- 
ляютсл параллельными ипрямнми па пропорщюональныя части, а сами длять 
параллельныя лин!и па части, составляюнщия пропорщю. — Обратное предло- 
жен1е.— Прямая, дфлящая иополамъ уголъ треугольника.— Обратное предложенте. 

ПрРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 232. Если двь камя нибудь прямыя личи разспчены 
параллельными прямыми, и если отръзки одной изз этихь 
двухз прямых, заключаюциеся между параллельными, равны 
между собою, то соотвътственные отртъзки на дрлой лиши 
также равны между собою. 

Пусть прямыя АБ и АБ’ разсфчевы параллельными ли- 
нями СС’, ОО’, ЕЕ’; положимъ еще, что отрфзки Ср = Е; 
надо доказать, что СПО’ = р 

Черезъ точки С’и Г’ проведемъ прямыя СМ и ОМ па- 
раллельно прямой 46; въ треугольникахъ СОМ и ПОЕМ 

сторова СМ=рЬМ, потому что. 
Фиг. 148-я. ("М = СБ. какъ параллельныя, за- 

2 ключающяея между  параллельныки 
} р СС и ПОМ; по той же причин 

ей \ ы ОУ = БЕ, а Ср= Е по условю; 
О х углы этихъ треугольниковъ, прилежащ!е 

; къ бокам С’Ми ОМ, равны между 
р в собою: (С’=(Ш’, какъ соотвфт- 

Г\ ственные при параллельныхъ линяхъ 
Е Пе СМ и ПОМ и Фкюще АВ; 
| \ /М=АМ, ибо бока ихъ параллельны 

”. ь д’ И направлены въ одну сторону. По- 
этому и остальныя сходственныя части 

треугольниковъ равны ($ 100); слфдовательно СО’ = ОР. 

Примъчанме. Если бъ прямыя АВ и А’Б’ были параллельны 
между собою, тогда о равенствЪ отр$зковъ С”О’= РЕ заклю- 
чили бы на основами равенства частей параллельныхь между 
параллельными ($ 74). ыы 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 233. Деъ прямыя разсъкаются тремя параллельными 
линями на части пропорилональныя. 

8* 
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Пусть СС’, ОО’, ЕЕ’ параллельны; докажемъ, что 

ср: БЕ=Ср ШБРЕ. 

1) Положимъ, что Сри ОЕ 
Фит. 149-я. сойзи$римы и пусть общал ихъ 

мфра Рт содержится 5 разъ въ 
Ср иЗ раза въ ОЕ; слёд. 

Ср _ 5. 

ОЕ 3 
Черезъ точки дЪфленя частей 

лини СР) и ГЕ проведемъ парал- 
лельныя къ лини СС’ до пересЪче- 
ня съ прямой А4’В’; прямая С’П’ 
раздзлится на 5 равныхъ частей, 
а ОЕ’ на 3 части, равныя между 

собою и равныя частямъ прямой С”П’; поэтому 

СП’ _5. 

ре 3 

Изъ этихъ равенствъ заключаенъ, что 

ср ОЕ=сСр ПЕР 

2) Когда лини СДР и ОЕ несоизм$римы, доказательство 
будетъ такое же, какое было изложено въ $ 220, въ случаЪ 
несоизыфримыхъ дугЪ. 

Примъчане. Если предположимъ, что въ пропорции СР 
рЕ= С’0’ ОЕ лини СФ, ОЕ, СБ’ и ОЕ изибрены одною 
единицею, то члены пропорщи выразятея числами, къ которымъ 
можно примфнить вс$ свойства пропорщи; наприм$ръ, можно сд$- 

лать перестановку членовъ, произведене крайнихъ членовъ урав- 
нать произведению среднихъ, такъ СДХОЕ = СХ ПЕ, 
и проч. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

5 234. Хорда треуюльника, проведенная параллельно 
одному изз боковз, раздъляетз два проще бока на части про- 
порипональныя. 

‚Въ треугольник$ АВС проведемъь хорду ОГ параллельно 
боку АВ; тогда на бокф АС получимъ два отрфзка АД. и СО, 
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которымъ булутъ соотвфтетвовать, на бок% 
Фиг. 150. ВС, отрзки ВЕ и СЕ. надобно доказать, 

что АД: Ср= ВЕ: СЕ. 
Черезъ вершину С'’проведемъ прямую СК 

параллельно боку АВ, а черезъ какую нибудь 
точку С, взятую на продолжени АВ, про- 
ведемъ СК параллельно боку БС; такинъ 
образомъ получимъ дв прямыя АС и СК, 
разефченныя трема параллельными АЯ, ОН 

и СК; велдетве предъидущаго предложеня, имфемъ 

Ар: Ср= СН: КН, АС: Ср=СкК: КВ, АС: АДр=СК: СН. 

Но аН= ВЕ КН= СЕ, СК= БС, какъ части парал- 
лельвыхЪъ, заключающихся между параллельными; слфдовательно, 
подставляя въ ипредъидуния пропорщи, вифсто (^Н, КНи СК, 
имъ равныя, получимь 

Ар: Ср= ВЕ: СЕ (1), 
АС: С.=вВС СЕ... (2), 
АС: АБ=ЬС: ВЕ.... (3). 

Пропорцши (2) и (3) показываютъ, что хорда треуюль- 
ника, параллельная одному изъ боковз, отдъляеть отртъзки 
отз друихь боковг, пропорипональные этимз бокамз. 

$ 235. Слъдетв1е. Проведя ЕМ` параллельно боку АС 
треугольника ВС, на сеноваши предъидущато предложения, 
получимъ 

ВС: СЕ=АВ: АМ; 
но 4М = ОР, слзд. ВС: СЕ=АВ: БЕ. 

Сравнивая эту пропоршю со (2) пропоршею предъидущаго 
параграфа, получимъ 

АС ВС АВ 

Ср СЕ ОЕ 

Предъидущие члены этихъ отношенй суть стороны треуголь- 
ника АВС, а послёдующие члены — стороны треугольника СОЕ, 
отр$заннаго хордою ОЕ, параллельною боку АВ. Поэтому: 

Хорда, параллельная боку трелольника, отръзываеть 
треуюльникз, которо стороны пропорилональны сторонам 
первазо треуюльника; причемь пропорщональныя стороны ле- 
жатз противз равныхь 11085. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 236. Хорда треуюльника, дплящая два бока на части 
пропорийональныя, параллельна третьему боку. 

Пусть АС: Ср = ВС: СЕ; докажемъ, что ОЕ параллельна 
АВ. Черезъ точку Г) проведемъ ОС параллельно АВ; вея$д- 

стйе предъидущаго предложеня (5 235), 
Фит. 151-я. получимъ 

< АС: Ср= ВС: СВ. 
Сравнивая члены этой пропорщи съ чле- 

А нами данной, найдемъ что, Са = СЁ; поэтому 
В в Точка (1 должна совиасть съ А, и прямая ОС, 

параллельная АВ, совпадетъ съ ОЕ: зна- 
чить хорда ОЕ параллельна боку АБ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 281. Прямыя лины, проведенныя 'изз одной точки, дъ- 
лятся пораллельными прямыми на пропоршональныя части, 
и сами дълятз параллельныя лищи на части, составляюиия 
пропорию. 

Положимъ, что ЕК | АГ; докажемъ, что 

Фиг. 152-я. 1) АР _ ВС — сенН_рк 

ь РО 0 НО Ко 

[ Хорда РА треугольника АВО параллельна 

Е К 
боку АВ, слЪдовательно 

АР: ЕГО=ВСа:С0....(1. 
Аве Хорда СН треугольника ВСО параллельна 

боку ВС, слБдовательно 

Ба: <0=сН: Но . (2). 

Хорда НК треугольника СФО параллельна боку СД, слфд. 

СН: НО=ркК:КО.. .(3). 

Въ каждыхъ двухъ изъ этихъ трехъ пропорщ есть по об- 
щему отношеню; слфдовательно всф отношеня равны между 
<0б0ю, и 

АР: ГО = Ва: <0=СН: НО= ок: КО. 

2) Докаженъ, что 
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АВ _ ВС _СЬ 
Ра СН НК 

Хорда ЕО’ треугольника АВО, параллельная боку АВ, от- 
ф$зываетъ треугольникъ ЁРСО, котораго бока пропоршональны 
торонамъ треугольника АБО ($ 235); сл$д. 

АВ: ЕС = ВО: 0. 

По той же причин изъ треугольниковь ВСО и @НО по- 
лучамъ 

ВС: <аН= С0: НО; 

изъ треугольниковъ СДО и НКО 

Ср: НК = СО: НО. 

Вторыя отношеня этихъ трехъ пропоршй равны между собою 
{$ 234); слБдовательно 

АВ: Га = Вс: аН= ср: НК. 

ПРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 238. Прямыя, соединяюция соотвютственныя точки 
‚дъленая параллельныхь линш на части пропоршональныя, 
переськаются в5 одной точкъ. 

Пусть ЕК параллельна АД, и 

АВ ВС СБ 

га ан НК’ 
Положимъ, что прямыя АГ и ВС пересфкаются въ точкЪ 

0; требуется доказать, что прямыя НС и ОК 
пройдутъ черезъ точку О. Черезъ точки О 
и Н проведемъ прямую, и положимъ, что она 
пересфчеть АД въ точкё М; на основания 
предъидущаго предложеня, получимъ 

АВ: Ра = ВМ: ЧН; 
& по условю 

А в См.8 АВ: Еа= ВС: СН. 

Въ этихъ двухъ пропорщяхъ три члена одной равны тремъ 

членамъ другой, слвдовательно и четвертые члены равны, т. ©. 

ВМ = ВС; поэтому прямая ОН пройдеть черезъ точку С. Точно 

также докажется, что прямая ОК пройдеть черезъ точку О; 

Фиг. 153-я. 
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слфдовательно вс прамыя ЧР, Ба, СН и ОК пересЪкаются 
ВЪ Одной ТОЧКВ О. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 239. Прямая, дълящая пополамз у10л5 треулольника, 
раздъляеть противолежаший бокз на части пропориональ- 
ныя дууимз бокамз. 

Пусть СД дфлитъь пополамъ уголь АСВ 
треугольника АВС; докажемъ, что 

АД: ОВ=АС: ВС. 
Черезъ точку Б проведемь БЕ парал- 

лельно СФ до пересфчетя съ продолженной 
АС. Въ треугольник$ АВЕ хорда СЛ парал- 
лельна боку ВЕ; слфдовательно 

Ар: ОВ = АС: СЕ. 

Вельдетые параллельности ливй СР и ВЕ при сфкущей 
АЕ, соотвфтетвенвые углы равны, слБдовательно 

ДЕ= АСВ; 

при тфхъ же параллельныхъ и сЪкущей ВС, внутренние проти- 
воположные углы равны, слфдовательно 

[ЕВС = ВСП. 

По условю углы АСО и ВСР равны между в0б0ю; сл- 
довательно / = ЕВС, и стороны, противолежания этимъ 
угламъ въ треугольник ВСГ также равны, г. е. ВС = СЕ. 
Подставивъ въ предъидутую пропорщю, вмфсто СЁ, ей равное, 
получииъ 

Фиг. 154-8. 

АО: ОВ= АС: ВС. 

ПРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

8 240. Прямая раздълить улоль треуюльника пополама, 
если она дълить противолежаиий бокь на части пропорию- 
нальныя остальнымх бокамз (фиг. 154). 

Пусть АБ: ОВ= АС: ВС; 
докаженъ, что / АСр=/ ВСР. Проведемъ ВЕ параллельно 
СО, получимъ ($ 234) 

Ар: ОВ= АС: СЕ. 



Изъ сравнен1я этой пропорщи съ данною, заключаемъ, что 
ВС = СЕ; слЪдовательно въ треугольникф ВСЕ (8 93) 

ИРЕДОВЕ — (1} 
& велфдетве параллельности СД и ВЕ, иифемъ: ДЕ=/ АСП, 
какъ соотвфтственные /СВЕ= ВСЮ, какъ внутренше про- 
тивоположные. Ветавимъ, вмфсто Е и СВЕ, въ (1), имъ рав- 
ные, получинь / АСР = ВСР. 

1. Подоб!е треугольниковъ *). 

$ 241. Мы видфли (8 234), что хорда, параллельная од- 
ному изъ боковъ треугольника, отсфкаетъь другой треугольникъ, 
котораго сходственны стороны пропорщональны сторонаиъ перваго 
треугольника, и углы одного равны угламъ другого; таюе тре- 

угольники называются 70одобными. Сл довательно, для всялкаго 
треугольника можно получить сколько угодно подобныхъ ему 
треугольниковъ, — стоитъ только проводить хорды, которыхъ мно- 
жество, параллельно какому нибудь его боку, до пересфченя съ 
другими боками или ихъ продолжешями. И такъ: 

Два треуюльника называются подобными, если улы одноло 
равны, порознь, лам дру1010, и сходственныя стороны про- 
порилональны. 

ПредложкЕН!Е. 

$ 242. Два треуюльника подобны, если умы 0дно1о изз 
нихь равны, порознь, лламз друюто. 

Пусть въ треугольникахъ АВСи АВС 
Фиг. 155%. углы А, В, С соотвфлетвенно равны угламъ 
О. А’, В’, С’; вадобно доказать (8 241), что стороны 

Их этихъ треугольниковъ пропорщональны. Отложимъ 
= в Ср= СА’ и проведемь ДЕ параллельно боку 

А^——вВ АВ; получимъ ($ 234) 
АС _ ВС _ АВ 

ср СЕ ФЕ 

Въ треугольникахъ СОЕ и АВ’С’ стороны Ср и СА 

равны между собою, и углы, прилежаще къ этимъ сторонамъ, 

*) Этимъ вопросомъ вачивается курсъ У кл. кадетскихъ корпусовъ. 
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равны порознь. Дфйствительно, 4 С = С” по условию; уголь Д 
равенъ своему соотвфтственному 4, при параллельныхь ОР и 
АВ, и сЪкущей АС; а ДА=АА’ по условю; слфдовательно 
ДБ=р А’. Равенство упомянутыхъ частей влечеть равенство 
сходотвенныхъ сторонъ: СЁ = С'В’, ОЕ= А’В’. Подставляя въ 

предъидущия отношеня, вмфето СО, СЕ и ОЕ, имъ равныя, 
получииъ 

АС _ ВС _ АВ. 

А’ ВС АВ 

И такъ въ треугольникахъ АВС и АБ’С’ \глы равны, и 
сходственныя стороны пропорщональны; слфдовательно треуголь- 
НИКИ подобны. 

ПрРЕДлОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 248. Два треуольника подобны, если стороны одною 
пропоримональны сторонамз друшюю. 

АВ _ 46 _ ВС (1) 
Фиг. 155-я. Пусть ЕО 

о доказать, что (А=л А, ДВ=И В’, 
ри ч о 
о я Ср=А’С’ и проведемъ ОЕ 

параллельно 42; получимъ ($ 234) 

Е Е 
ОЕ С, СЕ 

Раздфливъ отношеня (1) на соотвфтетвующия имъ отноше- 
ня (2), получимъ 

РЕ _ 6 _ СЕ 
АВ АС ВС 

ный . Ср 
Но Ср=А’С,, слЪдовательно отношене а = 1; значить 

РЕ _ СЕ 
АВ ВС 

И такъ, стороны треугольника ОСРЕ равны, порознь, сторо- 
намъ треугольника 4’В’С’; поэтому (Од=Д А’. Но (ОФ=ДА 
(8 71, 5-е), слБдовательно Д А =/ А’. Изъ этихъ же треугодь- 
никовъ имфень (С = С; а равенство двухъ угловъ въ двухъ 

— 1; отсюда ОЕ= А’В, СЕ=ВС.. 
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треугольникахъ влечеть равенство третьихъ угловъ: / В=ИР'. 
Впрочемъ, равенство этихъ послфднихъ угловъ можно доказать 
точно такимъ образомъ, какъ сейчасъ было доказано равен- 
ство /А=иИА.. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

В 244. Два ‘преуюльника подобны, если двь стороны 0д- 
ною пропорийональны двумз сторонамз дрлою, а лы между 
этими сторонами равны между собою (фиг. 155). 

Пусть о 
И АС АС= ВС: ВС’; 

докажемъ, что треугольники АВС и А’В’С’ подобны. 

Отложивь СР = А’С’ и проведя ОЕ параллельно боку АВ, 
получимъ АС: Ср=вВсС СЕ. 

Сравнивая эту пропорцио съ данною, найдемъ, что СЁ = В’С’, 
потому что три члена одной пропорщи равны тремъ членамъ 
другой. Поэтому, въ треугольникахъ СФЕРЕ и АБС’ двз сто- 
роны СД и СЕ равны сторонамь 4’С’и В’С’, и углы между 
вими Си С” равны; слфдовательно остальныя части треугольни- 
ковъ тацже равны, именно: / Д=А А’. Но углы ДО и А также 
равны между собою, какъ соотвфтетвенные при параллельныхъ 
АВ и ПРЕ, и сЪкущей АС; слфдовательно ДА’ = А; & велЖд- 
стве равенства двухъ ( А=и/А’, ДС =ДС,, в третьи углы 
В и В’ равны. И такъ, треугольники АВС и А’В’С’ подобны 
(8 241). Ее 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 245. Два треуюльника подобны, если двъ стороны 0д- 
но1о пропорциональны двумз сторонамь друюю, и умы, лежа- 
ипе противз большихь изз этитз сторонз, равны между собою. 

фиг. 156-а. Пусть въ треугольникахъ АВС 
и АВС, АВ: АВ= ВС: ВС, 

и в” притомъ бокъ ВС ‘больше АВ, и 
И, (А=(А’ надо доказать, что тре- 

А Г СА О утольики АВО и АВ’С’ подобны. 
Отложинъ 4)=А’В’ и проведеиъ ОЕ параллельно ВС; 

получинъ треугольникъ АДЕ, подобный треугольнику АВС 

(8 241); остается доказать, что треугольникъ АДЕ равенъ 
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треугольнику 4’В”С’. Велфдетые подобя треугольниковъ АДР 
н АВС, имфемъ 

АВ АБ=вБС: ПЕ, 
& по условно АВ: АВ= ВС: ВС. 

Въ этихъ двухъ пропоршяхъ первые три члена равны между 
собою, слфд. и четвертые члены равны, т. е. ДЕ= Б’С’. И такъ 
въ треугольникахъ АДРи А’Б’С’ дв стороны, порознь, равны: 
рЕ= ВС’, Ар=АВ, [А=И А; притомъь ОЕ больше АЛ; 
ибо, переставивъ средне члены въ пропорци АБ: Ар = ВС: ОЕ, 
получимъ АВ: ВС = АО: ОЕ; но, поусловю ВС >> АВ, слЪ\д. 
и РЕ>> АО; значить треугольники АЕ и А’В’С равны между 
собою ($ 107). 

$ 246. Сльдетв!е. Два треуюльника подобны, если ито- 
тенуза и катетз одною пропорилональны тъмз же частямь 
друюю ‘треуюльника. 

ПрЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 2471. Два треуюльника подобны, если стороны иль 
взаимно параллельны, или если онль взаимно перпендикулярны. 

И дЬйствительно, намъ извфетно (8 112 и 8 113), что тре- 
угольники равноугольны, когда ихъ стороны параллельны или 
перпендикулярны, а равноугольные треугольники подобны (5 242). 

Замфтимъ при этомъ, что сходетвенными сторонами будутъ 
т$, которыл взаимно параллельны или взаимно перпендикулярны; 
потому что эти стороны лежатъ противъ равныхъ угловъ. 

Поэтому, если 4, Ви С означаютъь стороны одного тре- 
угольника, а, би с-— стороны другого; притомъ, если 4 па- 

раллельна или перпендикулярна а, ВБ параллельна или пернен- 
дикулярна 6, С параллельна или перпендикулярна с, то пмемъ 

а В С 

а Ь с 

$ 248. Сравнивая предложеня о равенств треугольняковъ 
съ предложенями, относящимися къ ихъ подобю, найлемъ, что 
замфняя въ первыхъ слово равны, относящеея къ сторонамъ, 
словомъ иропориональны, получимъ предложеня о подоби тре- 
угольниковъ. Исключен!е составляетъ тотъ случай, когда въ тре- 
угольникахъ есть только по одной равной сторонф: тутъ замфны 



равенства пропорилональностию и не можеть быть потому, что 
ДвВ$ стороны, одна одного, а другая другаго треугольника, не 
составляютъ пропорци. По этому, помня признаки равенства тре- 
угольниковъ, будемъ знать и признаки ихъ подоб1я: остаетел 
только запомнить, что равноугольные треугольники подобны. 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 249. В подобныхь треуюльникать стодственныя ос- 
нованля пропорщональны высотамз. 

Пусть треугольники АВС и 
Фиг. 157-я. А’В’С’ подобы, и ДА=ИА,, 

ДВ=иВ’; сл. АС и АС’ 6у- 
дутъ сходетвенные бока; примемъ ихъ 

/ — Г с за  основашя и проведемъ высоты 

А Г < с Вр и БГ’. Треугольники АВ и 

А’Б’О’ подобны; ибо прямой уголь 
АРБВ=ДЕАПВ, а п условю, ([А=И А”; слфд. 

АВ: АВ=вВр ВГ; 

а велфдств1е подоб1я данныхъ треугольниковъ, имфемъ 

АВ АВ=дАСс АС; 

изъ этихъ двухъ пропоршй, по причинЪ общаго у нихъ отно- 
шен1я, получииЪ 

—— я 

В В 

АС АС=вВО ВО. 

2. Подобные многоугольники.— Разложене ихъ на подобные треугольники. — Пе- 
римегры подобныхъ полигоновъ пропоршюналы сходственнымь бокамъ. 

8 250. Мы видфли (8 241), что для веякаго треугольника 
можно получить сколько угодно треугольниковъ, которыхъ Углы 

соотвфтетвенно равны угламъ даннаго треугольника и сходственныя 

стороны пропорщональны. Покажемъ, что И лая вслкаго уно- 

тоугольника можно найти сколько угодно многоугольниковъ, удо- 
влетворяющихь тБмЪ же условямъ; при этомъ замфтимъ, что 
сходствейными сторонами друхЪъ многоугольнивовъ называются 

ТЪ стороны, которыл с9единяютсл вершины равныхъ угловъ. 

Возьмемъ какой нибудь многоугольникъ АВСОЕ; проведемъ 
дагонали изъ вершины А во вс6 прочл гершины; на 605$ АВ 



об. 

означимъ произвольную точку Б’и проведемъ хорду В’С’ па- 
раллельно боку ВС треугольника АВС; черезъ С’ проведемъ 
хорду С’Б’ параллельно СШ); наконець черезъ Г)’ — хорду Г’Е’ 
параллельно боку ОР треугольника АДЕ: таким образомъ по- 
лучимъ многоугольникъ 4В’'С’Л’Е’, котораго умы равны умамз 
даннало мнотоуюльника. Докажемъ, что стороны этихъ много- 
угольниковъ пропорцщональны. 

Изъ подоб1я треугольниковь АВС п АБС’ (8 241) 

Фиг. 158-я. АВ ВС АС | 

дв вс 4б @() 
Изъ подобя  треугольниковъ АСО 

и АС’ 

| р = 
и В А@ РС - АБ 

Изъ подоблл треугольниковъ А4ДЕи АГ’Р 

Ар _ПЕ_ АЕ (3) 

Ар ОЕ АЕ’ `“” 

Въ равенствахъ (1), (2) и (3) есть общя отношеня; сл%- 
довательно 

(2). 

АВ ВС ПС ПЕ АЕ 

АВ ВС ГС БЕ АР 
тд$ АВ и АВ, ВС п ВС ит. д. суть сходотвенныя сто- 

роны: 48’ и АВ соединяютъ вершины равныхъ угловъ / 4 = (А, 
ДВ'=СВ; В’С’и ВС соединяютъ вершины равныхъ угловъ, 
ДВ =АВ, [ОСВ=(ОСВ ит. д. 

Итавъ, по данному многоугольнику АВСОЕ, мы построили ино- 
тоугольникъ 4В’С’П’ЕР’, котораго углы соотвЪтетвенно равны угламъ 
даннаго многоугольника, а сходетвенныл стороны пропорщональны 
сторонамъ даннаго многоугольника. 

Примъчане. Поняте, изложенное здфсь о бходотвенвыхъ 

сторонахъ многоугольниковъ, примБняетея и къ треугольникамъ: 

и дЪйствительно, въ треугольникахъь мы назвали сходетвенными 

сторонами т%, которыя лежатъ противъ равныхъ угловъ; но онф 

также соединяютъ вершины равныхъ угловъ, потому что въ по- 

добныхъ треугольникахь всз углы одного треугольника равны 

вефиъ угламъ другого. 



Ты 

$ 251. Два мноюуюльника называются подобными, если 
илы одною равны, порознь, умламз друюю, и слодственныя 
стороны пропорилональны. 

По этому опредфленю подобны между с0б0ю: 1) веф ква- 
драты, потому ‘что углы одного равны угламъ другато, какъ 
прямые; а стороны ихъ пропорщональны, вофдетв!е равенства 
ихъ въ каждомъ квадратЪ; 2) ромбы, иифюще по равному углу; 
3) прямоугольники, въ которыхъ двф смежныя стороны пропор- 
цональны; 4) параллелограммы, имфюше по равному углу между 
пропорцональными сторонами. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 252. Два мноюуюлуьника подобны, если дзалонали, про- 
веденныя изз одной вершины, вз каждомз, во всъ прошя, дъ- 
лятз итз на треуюльники подобные и одинаково фасполо- 
женные. 

Пусть длагонали, проведенныя 
Фиг, 159-л. изъ вершинъ 4 и 4’ многоуголь- 

никовъ АВСОЕ и АВСОРЕ, 
даютъ подобные треугольники АВС 

\ 1’ и АВС, Ари АС, АБР 
| р" 1 У н АШЕ, одинаковое ихъ распо- 
А . д/у’  Ложене видно изъ чертежа. Дока- 

жемъ, что многоугольники 4ВСОР 
и АВСПТ подобны. 

1) Углы этвхъ многоугольниковъ равны. Въ самомъ дЁлЬ, 
напримВръ, уголь 4 состоитъ изъ угловъ ВАС, САБ, ПАР, 
которые, порознь и соотвфтственно, равны угламъ В’А’С’, СА’Т,, 
Р’АЕ’, составляющимъ уголъ А’, потому что треугольники АВС, 
ВСО, АШЕ подобны треугольникамъ А’В’С, АС’, АГЕ п 
одинаково съ ними расположены; а въ подобныхъ треугольникахъ 
углы соотвфтетвенно равны. 

2) Сходетвенныя стороны пропорцюнальны. 

Изъ нодоб1я треугольниковь АВС и А’В’С’ имфемъ 

АВ _ ВС _ АС 

Ав-ВС-С’ 
Изъ подобя треугольниковъ АС) и А’С’Г:: 
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АС С), А 
Фиг. 159-я. Аб СП АРБ’ 

изъ подобя треугольниковъ АОЕ р 
Е — в АЕ: 

си ^ Ар _РВЕ _АЕ. 
| 72% Ар ПЕ АР 

А в А Въ этихъ равенствахъ есть 0б- 
щя отношеня; поэтому веб отно- 

шенял равны между собою, и 

АВ _ ВС _ 60 _РЕ _ АЕ 
АВ ВС ОГ БЕ АЕ 

И такъ многоугольники подобны (8 251). 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 253. Два подобные мноюуюльника долюналями, тро- 
веденными изё вершинз равнытз узловз, разбиваются на тре- 
длольники подобные и одинаково расположенные. 

Пусть многоугольникъ 4АВСОЬЕ подобенъ 4’В'С’О’Е’, и уголъ 
ВАЕ=Б'АЕ; докаженъ, что треугольники АВС и АБ’С, 
АСЬ и А’СП, АЕ и АЕ)’ подобны. 

Треугольники АВС и А’В’С’ подобны потому, что стороны 
АВ и ВС пропорщональны АБ’ и В’С’, какъ еходетвенные 
бога подобныхъ многоугольниковъ, и углы Ви В’ между этими 
сторонами равны, какъ углы тьжъ же иногоугольниковъ ($251). 

Чтобы доказать подоб1е и одинаковое расположеюе треуголь- 
никовъ АСДи А’С’Г,, объяснииъ сперва, что Д АС.=Д АСТ. 
Дйствительно, по условю 4 ВС.= В'С’ПУ’; велфдетве подобля 
треугольниковъ АВС и А’В’С; [(ВСА=ВСА 

слВи. [ВСО-—/ВСА=ИВСЬ’— Е ВСА, 
ИЛИ ДАСр=ЕАСП 

Изъ подобя многоугольниковъ имфемъ также 

ВС ВС=ср СО; 

& ПЗЪ 10д0б1л треугольниковь АВС и АВС, 

ВС: ВС(=дАсС АС, 
слфд. Ср СБ=аАСс 4’ 



— 129 — 

значить треугольники АСД и А’С’Г’, имфя равные углы АСОи 
4’С’О’, между пропорцюнальными сторонами — подобны. 

"Также докажется подоб1е остальныхъ треугольниковъ, сколько 
бы ихъ ни было; впрочемъ подобе послЗднихъ треугольниковъ 
АЕ и А’У’Е можно доказать и тфиъ снособомъ, какимъ было 
‚доказано нодоб1е первыхъ треугольниковъ, АВС и А’В’С.. 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 254. Периметры подобныхз мноюулольников» пропор- 
изональны сходственнымь бокамз. 

Пусть инотоугольники 4АВСОРГ и АВ'СО’ЕР подобны; сл8- 
довательно стороны ихъ пропорщональны 

АВ БС _Ср ШОЕ АЕ 

АВ ВС СБ ПЕ АР 
Въ раду равныхъ отношен1й сумма предъидущихъ относится 

жъ сумм послфдующихъ, какъ одияъ изъ предъидущихъ къ своему 
послфдующему; сумма предъидущихь составить периметръ мно- 
хоугольника АВСОЕ, а сумма послёдующихь — периметръ дру- 
гого многоугольника; каждый же изъ предъидущихь съ своимъ 
послфдующимъ составляютъ сходственныя стороны иногоугольни- 
зовъ; слфдовательно предложен!е доказано. 

3. Свойство перпендивуляра, опущеннаго изъ вершины прямаго угла на ипо- 
тенузу.— ПримЪневе этого свойства къ зависимости между боками прямоуголь- 

наго и косоугольнаго треугольниковъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 255. Если изз вершины прямаю ума опустить `пеу- 
мендикулярзь на ипотенузу, то 

1) перпендикулярь будетз лищею среднею пропориональ- 
ною между отръзками ипотенузы; 

2) каждый катетз будетъ лищею среднею пропорило- 
нальною между ипотенузою и прилежащимь кз нему от- 
ъзкомз. 

Пусть въ треугольник$ АВС уголь С прямой; проведенъ 
СЛ перпендикулярно къ ипотенузё АВ, и докажемъ, что 

9 
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1) Ар: СБ = СБ: ВФ. Стороны острыхъ угловъ Аи ВСР 
взаимно перпендикулярны, сл довательно эти углы Фвт. 160-я. 7 

с равны (8 79); поэтому, въ треугольникахъ АСР 
ты и ВСО, вромф прямыхъ угловъ, два упомянутые 
А в острые угла равны; слБдовательно и третьи 
углы равны, именно: 4:4СО = СВФ, и треугольники подобны 
($ 241). Значитъ, сходетвенныя стороны пропорц!ональны: сто- 
ронё 4) треугольника АСЛ сходственная въ другомъ треу- 

тольникф — СХ, а сторон СШ перваго треугольника — сход- 
ственная ВЛ) въ другомъ треугольникЪ; и такъ АД: Ср = СЪ: ВЛ. 

2) Ар: АС=АС: АВи ВО: ВС= ВС: АВ. 

Треугольники АС) и АВС подобны, потому что въ вихъ 
есть по прямому углу, а уголь 4 общий обоимъ треугольникамъ; 
слфдовательно третьи углы равны / АСР =/ В; впрочемъ, равен- 
ство этихъ угловъ сейчасъ было объяснено. Для стороны АД 
треугольника АСД сходственною будетъ АС въ треугольник} АВС, 
потому что 06% лежатъ противъ равныхъ угловъ АСД и В; а 
для АС перваго треугольника сходственною будеть АВ, потому 
что 06$ лежатъ противъ прямыхъ угловъ. И такъ АД: АС = 
АС: АВ. Точно также, изъ подобл треугольниковъ ВСО и 
АВС, получимъ 

ВО: ВС= ВС: АВ. 

ПрЕДлОЖЕНЕ. 

8 256. Квадратз ипотенузы равенз суммъ квадратов 
катетовз. 

Пусть въ треугольникф АВС уголь С прямой; докажемъ, 
что если ипотенуза 4Б и катеты АС и ВС измфрены, то три 
числа, происшедиия отъ этого изифреня, будуть въ такой за- 
висимости, что квадратъ числа, выражающаго ипотенузу, равенъ. 
суми% квадратовъ чисель, выражающихь катеты; для краткости 
же говорятъ: квадратъ ипотенузы равенъ суммф квадратовъ ка- 
тетовъ, и пишутъ такъ: 

АВ’ = АС’ ВС’ 

Проведя СР перпендикулярно къ ипотенуз% 
Л АВ, получимъ ($ 255) 

о АР: АС = АС: АВ, 
ВО: ВС = ВС: АВ; 

фиг. 161-я. 
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отсюда, уравнавъ произведене крайнихъ произведеню среднихъ 
членовъ, получимъ 

АС” = АВХ АФ, 
ВС’=АВХ ВФ. 

Должно замфтить, что какъ подъ членами предъидущихъ двухъ 
пропорщй должно разумфть числа, служашия мфрою этихъ лин, 

то вел детв!е этого можно уравнять произведене крайнихъ произ- 
веденю среднихъ. 

Произведев!е двухъ ливй и вообще двухъ величинъ не имфетъ 

смысла; необходимо одинъ множитель долженъ быть отвлечен- 

НЫМЪ ЧИСЛОМЪ. 

Когда говорится: ироизведен1е двухъ линй, то полъ этимъ 
должно всегда разум$ть произведене чиселъь, служащихь мфрою 
этихъ лин, измфренныхъ одною и тою же единицею. 

Сложимъ предъидущ!я равенства, и во второй части отд%- 

лимъ АВ общимъ множителемъ, получимъ 

АС’+ ВС = АВХ (АШ+ ВП); 
но 4) БО = АБ, слфдовательно 

А0”- ВС*= АВ’. 

$ 2571. Слёдетве Г. Изъ предъидущаго равенства имфенъ 

ВС" = АВ’ — АС’, 

и такъ, квадротз катета равензь квадрату ипотенузы без 
квадрата друюю катета. 

а $ 258. Сльдетв!е П. Возьмемъ квадратъ 
‘у АВОС и проведемъ длагональ ВС. Изъ прямо- 
У УТольнато треугольника АВС получимъ 

С 

д В0*= АВ’ - АбС"=ЗАБ;; 

С ВС 
Х\ =? В —=\/о. А г. ЯВ? : отоюда \?. 

И такъ, отношене дипонали квадрата кз ею боку равно 
квадратному корню изз 2-15. 

чу 

сЛЗд. 

Изъ алгебры извфетно, что \/ 2 есть число несоизиёримое; 
поэтому длагональ ‘квадрата съ его бокомъ несоизмёримы. 

9* 
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ПРЕДЛОЖЕНЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 259. Если квадратз стороны треуюльника равенз 
суммъ квадратовь остальных двухть сторонз, то уюль, про- 
тиволежаиий первой сторонъ, равенз прямому. 

Пусть въ треугольник АВО, АВ’=АШ’-+ ВП’; дова- 
жемъ, что уголь АДБ равенъ прямому. Изъ 
точки Г) возставимъ перпендикулярь ОС къ 

в боку ВШ и отложимь РС=Ар. Въ прямо- 
угольномъ треугольникё ВОС 

В0'=С0+ Вр, 

а по уловю  АВ’=АД’-+ Вр, 

слфдовательно АВ’ = ВС’, отвюда АВ=ВС. И такъ, три 
стороны треугольника АВГ равны тремъ сторонамъ треуголь- 
ника ВСО; а потому ( АДВ = ВОС. Но такъ какъ этотъ 
послфдн!й уголь — прямой, то и уголь АДВ прямой. 

Фиг. 163-я. 

| А 0 ^С 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 260. Евадратз стороны тфеуюльника, лежащей про- 
тивь тупаю ума, равенз суммъ квадратовь прочихъ двух 
сторонз, вмлъсть сз удвоеннымь произведенемь одной изъ 
этиль сторонз на ея отртъзокз, прилежащие кз вершин ту- 
7910 пла и отсткаемый перпендикуляромз, отпущеннымь изз 
яротиволежащей вершины на эту сторону. 

Пусть въ треугольник$ АВС уголь С тупой и ВО пер- 

фиг 164.я.  Пендикулярна къ АС; докажемъ, что 

27% АВ’ = АО” + ВС*+ЗАСХ СР*.. 
рае, —) | Въ. прямоугольномъ треугольник АВР 

Е = АВ=ВО Ар ..(1) 
но изъ прямоугольнаго треугольника ВС имфемъ 

Вр=ВО’—С0’ (8 957); 
очевидно 4) = АС СШ; а по возвышени въ квадратъ частей 
этого равенства, получимъ 

*) Какъ въ этомъ предложенш, такъ и въ слфдующемъ, отрфзовъ считается 
отъ вершины разсматриваемаго угла до основавя перпендикулаяра. 
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АД = АС" + СО’ +3АСХ Ср. 

Наконецъ, ветавивъ въ (1) равенство, вмфето ВО’ и АЛ’, ИМЪ 

равныя, по сокращени члена ср’, получимъ 

АВ’ = АС*"+ ВС*+ЗАСХ Ор. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 261. Евадратз стороны треуюльника, лежащей про- 
тивз острало ума, равенз суммъ квадратовь прочиль двуть 
сторон, безз удвоенноло произведення одной изз этихё сто- 
ронз на ея отръзокз, прилежащий кз вершинъ острао ума 
и отсткаемый перпендикуляромь, опущеннымь изз противо- 
лежащей вершины на эту сторону. 

Пусть въ треугольникё АВС уголь А острый и ВД пер- 
пендикулярна къ АС; докажемъ, что 

о а 
ВС = АВ + АС — ЗАСХ АД. 

Изъ прамоугольнаго треугольника ВСХ, 
ти? уе т? 
ВС = Ср + ВО (1). 

Въ прямоугольнемъ треугольникё ЧАВО: 
т та —т2 
ВО =АВ — АО. 

Очевидно, что Ср= Ар— АС; возвышая 06% части въ. 
квадратъ, получимъ 

Я Я, О 
СО =АС + АБ — ЗАСХАФ. 

12 м2 
Ветавимъ въ (1) равенство, вифсто ВР и СО, имъ рав- 

ныя, получимъ 
У. 2 
ВС = АВ + АС — ЗАСХ АФ. 

Примъчане. По даннымъ въ числахъ тремъ сторонамъ. 
треугольника можно узнать: къ какому роду принадлежитъь тре- 
угольникъ относительно угловъ, т. е. будетъ ли онъ прамоуголь- 
ный, тупоугольный или остроугольный. Для этого надобно со- 

ставить квадраты вефхъ сторонъ: 1) если большй изъ нихъ ра-- 
венъ сумиф прочихъ, то треугольникъ прямоугольный ($ 259); 
2) если онъ превосходить сумму прочихъ, то треугольникъ тупо- 
угольный (5 260); 3) если жъ онъ меньше суммы прочихъ, то. 
треугольнивъ остроугольный ($ 261). 

Фит. 164-я. 
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4. Пересфкающия хорды окружности раздфляютъ одна другую на части обратно 
пропорщюнальныя. — Касательная въ окружности есть средняя пропорц1ональная 
между с5кущей, проведенной изъ одной съ нею точви, и вн$шнимъ отр$зкомъ. — 
СЪкупля, исходящ1я изъ одной тозки, обратно пропорщональны своимъ внфш- 
намъ отр$зкамъ. — Свойство перпендикуляра, проведеннаго изъ точки окруж- 

ности на д1аметръ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 262. Если хорды окружности пересткаются, то про- 
изведене отртъзковз одной хорды равно произведеню отртз- 
065 друюй хорды. 

Разсмотримъ хорды АВ и СШ, пересфкающияся въ точкЪ К; 
надо доказать, что КРАЖ ЕВ = ЕО Х РЕБ. 

Фиг, 165-д. Проведя хорды ВСи АД, получииъ подобные 
треугольники АДР и ВСЕ; въ вамомъ дЪль, углы 
А и С равны между собою, какъ вписанные въ 
одномъ сегментЪ ($ 166); по той же причин$ 
/р= д В; слёд. и третьи углы равны между собою; 

а при этихъ условяхъ треугольники подобны. И такъ, сходствен- 
ныя стороны этихъ треугольниковъ пропорщональны: ЕЛ и ЕС 
сходетвенны, ибо лежать противъ равныхъ угловъ О и В; ЕО 
и ЕВ тоже сходственны, потому что лежать противъ равныхъ 
угловъ А и С; поэтому 

РА: РС= ЕО: ЕВ.....(1.. 

Уравнявъ произведеня крайнихъ и среднихъ въ этой пропорщи, 
получимъ 

КАХ ЕВ = ЕСХ РЕГ. 

$ 263. Слёдетв!е. Вообразимъ, что черезъ какую нибудь 
точку Е, лежащую ввутри круга, проведено произвольное число 

хордъ 4В, СШ ит. д. На основами предъидущаго предложе- 
н!я, произведения отрфзковъ каждой хорды будутъ равны между 
60б0ю; поэтому произведене КА ЕВ есть постоянная величина, 
не смотря на то, что для разныхъ хордъ множители РА и ЕВ 

будуть измфняться. Чтобы произведете РА Х ЕВ съ изм$не- 
мемъ иножителей оставалось постояннымъ, безъ измфненя, необ- 
ходимо, чтобы съ увеличещемз или уменьшенем5 одного множи- 
теля въ НЪекольво разъ, во столько же разъ другой множитель 

уменьшался или увеличивался. Въ этомъ смыслЪ говорятъ, что 
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отртъзки переспкающихся тордь обратно пропоршональны, *) 
что выражается пропорщею 

КА: ЕС = ЕО: ЕВ ...(1), 

выведенною въ предъидущемъ 8; крайте члены РА и ЕВ суть 
отр$зки одной хорды, а средше члены РС и ЕД суть отр%зки 
другой хорды. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 264. Если через точку, взятую внъ круш, провесть 
хасателную и спкущую, то касательная будетз средняя 
пропорйональная между всею стъкущею и внъшнимь ея от- 

тьзкомз. 
Фиг. 166-л. Пусть ВС касательная къ окружности въ 

В точкф С; докажемъ, что АВ: ВС = ВС: ВД. 
п Проведя хорды АС и СО, получимъ два по- 

уголь В общ, ( А=( ВС, ибо каждый изъ 
вихъ изифряется половиною дуги СЛ; слфдова- 

Г тельно третьи углы АСВ и ВОО равны. 

Г. добные треугольника АВС и ВСО; потому что 

А С 

Поэтому сходетвенныя стороны пропорцональны, именно: сто- 
рона 4.В треугольника АВС сходетвенна съ ВС другого треу- 
гольника, ибо обЪ лежать противъ равныхъ угловъ; сторона ВС 
треугольника АБС сходетвенна въ ВЛ въ другомъ треуголь- 
никф, — 00$ лежатъ также противъ равныхъ угловъ 4 и ВСО. 
И такъ, 

АВ: ВС = ВС: ВО. 

$ 265. Сльдствле. Изъ послёдней пропорщи инфемъ 

ВО’ = АВХ ВД. Значитъ, если черезъ точку, взятую вн круга, 
проведены касательная и сЪкущйя, то произведенае сюкущей на 
соотвътствуюций ей вныинй отръзокз будет постоянная 
величина, не смотря на то, что каждый изъ этихъ множителей 
будетъ измфняться, 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 266. Если изз какой нибудь точки внь окружности 
провести двъ съкуийя, то произведене одной сткущей на 

*) См. Арпеметику Ф. Симашко, 18835 г. изк. УШ. 
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внъшни ев отртъзокь равно произведению друюй съкущей не 
внъииий отртзокз. 

Изъ какой нибудь точки 4, взятой ввЪ 
Фиг. 167-25. круга, проведемъ двЪ сзкущя АВ и АС; внфи- 

А НЙ отрфзокъ первой будетъь АД, а второй — 44% 
Л надобно доказать, что 
\ АВХ АР— АСХАЕ 

Черезъ точку „А проведемъ  касательную 
АМ; положимъ, что точка М означаеть точку 
касаня. На основани 8 264, получимъ 

АвхАр=АМ 
И АСХ АЕ=АМ". 
отсюда АВХ А.=АСХАЕ... (1). 

8 267. Слъдетве. Произведене сЪкущей на внфши! ея 
отрфзокъ есть величина постоянная (8 265); слфд. въ произве- 
дени АВХ АЛ съ увеличенемз или уменьшенем® одного мво- 
жителя въ нфеколько разъ, во столько ве разъ уменьшается: 
или увеличивается другой множитель; въ этомъ смысль гово- 
рятъ, что сьюкуийя кз окружности, проведенныя изз одной 
точки, обратно пропорилональны своимъ внъшнимз отръзкамз.. 
Свойство это выражается пропорщею 

АВ: АС= АР: АХ, 

которая получится изъ (1) равенства предъидущаго 8, если раздЪ- 
лимъ об его части на произведете АДХ АС. Замфтимъ, что 
крайне члены этой пропорщи суть сфкущая и ея внфшнй отр%- 
зокъ, а средше члены — другая сЪкущая и ея внфший отр%зокъ- 

ПРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 268. Если изь какой нибудь точки окружности оту- 
стиль перпендикулярь на Фаметрь и провести лорды зе. 
этой точки вз концы даметра, то 

1) Пертендикулярз будетз линёею среднею пропорилональ- 
ною между отръзками Фаметра; 

2) Каждая хорда будеть лишею среднею препоридонал- 
ною между Фаметромз и прилежащимъ къ ней отръзкомь. 

Пусть АВ означаеть маметрь, а СЛ перпендикулярь къ 
нему, надо доказать, что 
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Фиг. 168я. 4): (С).= ОШ: ВО, АВ: АС=АС: А, в 
С АВ: ВС= ВС: ВО. Такъ какъ уголь АСВ 

„2, вписанъ въ полукруг, то онъ прямой; и такъ 
въ прямоугольномъ треугольник АВС изъ *вер- 
шины прямаго угла опущенъ перпендикуляръ на 

ипотенузу; поэтому, примфнивъ предложене 8 255, получимъ 
вышеириведенныя пропорции. 

5. Прямую раздфлить на равныя части и на части, пропорщональныя даннымъ 
шин1ямъ, — Раздфлить прямую въ крайнемъ и среднемъ отношени. — Построеше 

и употреблеше масштабовъ. 

ВопрРосЪ. 

8 269. Прямую раздълить на равныя части. 
Пусть требуется прамую АВ раздфлить 

Фиг. 169-я. — ва 5 равныхъ частей. Черезъ конець А дан- 
к" ной прямой проведемъ въ произвольномъ ва- 

кА правлени линю АС, и отложимъ отъ точки 
в к - пять произвольныхь, но равныхъ линий: 

А 
: АД= рЕ= ЕС = <Н= НК. 

Послфднюю точку К соединииъ съ Б, а черезъ остальныя точки 

Н, С, проведемъ параллельныя къ ВК: точки пересфченя 
этихъ параллельныхь съ прямою АВ раздфлатъ послёднюю на 5 
равныхъ частей (8 232). 

ВопРосЪ. 

$ 270. Прямую линию раздълить на части, пропорио- 
нальныя данным5 линлямз. 

Пусть требуется прямую АВ раздфлить, наприм$ръ, на три 
части, пропорщональныя данныхъ прямымъ т, я и 0: это зна- 
читъ, что надобно найти таюя части 7, у иг прямой АВ, чтобы 

хх у &# 
Фиг. 170-я. т и 0 

Черезъ точку .4, конецъ данной пря- 
мой, проведемъ произвольную пряную АМ, 
ий 10 ней отложимъ АС=т, С._=м, 
ФЕ=о; точку Е соединимъ съ В, а че- 
резъ точки Ди С проведемъ параллельныя 
къ ВЕ хо пересфчемя съ АБ въ точ- 
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кахъ Ни С: въ этихъ точкахъ данная прямая раздфлится на 
части, пропорщональныя даннымъ прямыиъ. 

Въ самомъ дл, на основанш $8 234, 233 получимъ 

А СН НВ 
АС СБ ОГ 

Е Аа СН НВ 
топ о 

Положимъ, требуется прямую АВ раздфлить, напримфръ, на 
три части, пропорщональныя числамъ 5, 

Фит. 171-я. 3 и 2. На прямой АЕ отложимъь АС, 
равную 5-ти произвольнымъ, но равнымъ 
линяиъ, СО — равную Зи ОЕ — двумъ 
такимъ же лишямъ; точку ГР соединимъ 
съ В, и черезъ О и С проведемь ДС и 
СН параллельно ВЕ; получимъ 

АН_Н_ СВ 

539 

ВопрРосЪ. 

$ 2%1. Раздълить прямую вз крайнемь и среднем от- 
ношении, т.е. на тавя двф части, чтобы одна была среднею 
пропорц1ональною между всею данною прямою и другою ея частью. 

Изъ конца БВ данной прямой АБВ возставимъ къ ней пер- 
Фиг. 172-я. пендикуляръ и отложимъ ВС, равное половин$ 

АВ. Принявъ С за центръ, радлуеомъ СВ, 
г  опишемъ окружность; а черезъ центръС и дру- 

В гой конецъ 4 данной прямой проведемъ с$- 

кущую АЕ; наконець изъ точки 4, какъ 
г центра, радтусомь 40, опишемъ дугу до пе- 

ресфченя съ АВ въ точкф С. Докажеиъ, что 
АВ: Ад= АС: ВС. 

Касательная АВ къ окружности есть средняя пропорцональ- 
ная между сфкущею АЕ и визшнимъ ея отрфзкомь 40; слёд. 

($ 264) 

А: 

АР: АВ=АВ: АБ; 

АЕР-АВ АВ-— Ар 
отсюда ве 
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Но АБ равна двумъ радусамъ ВС, значить, АВ равна д!з- 
метру ОЕ; поэтому АГ АВ = Арили АЗ; АВ — АП равно 
АБ — АС или ВС. Всетавивъ эти величины въ предъидущую 
пропорцио, получим АВ: АС = АС: ВЦ. 

И такъ, прамая АВ въ точк С раздфлена въ крайнемъ и 
среднемъ отношении. 

ВопросЪъ. 

8 272. Построить масштабе. 

Прямая, раздфленная по возможности на мелая части, съ 

тфиъ, чтобы точнфе измфрить ею линю чертежа, называется 

масштабоме. 

Слособъ, показанный для раздфлевия прямой на равныя части 
($ 269), становится неудобнымъ, когда части дфленя весьма 
мелки; такъ, наприм$ръ, еслибъ понадобилось дюймъ раздфлить 
на 100 тавныхъ частей, то точки дфлен!я были бы такъ близки, 
что даже черты, означающия точки, имфли бы вмян1е на точ- 
ность чертежа. Для избфжаюмя такаго затруднемя можно во0с- 
пользоваться однииъ изъ слдующихъ построений: 

1) Пусть требуется прямую АВ раздфлить на 10 равныхъ 
частей. Черезъь точку А проведемъ про- 

Фиг. 173-. извольно прямую, отложимъ по ней, отъ 
точки 4, десять произвольныхъ, но равныхъ 
частей; послфдаюю точку О сосдинимъ съ 
В, а черезъ точки 1, 8, 3......9 прямой 
АО проведемъ параллельныя къ АВ. Такъ 
какъ прямыя, параллельныя боку АБ тре- 
угольника, отефкаютъ треугольники подоб- 
ные треугольнику АОВ, то 

прамая (1...) = 1048, 

2 
2..2) == 

о 
3...3) = — ‹ ( ) 04 В, 

9 
‹ (9..9) =— АВ. 

10 
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2) Поперечный масштабз. Пусть требуется прямую АБ, 
длиною, наприм$ръ, въ 1 дюймъ, раздфлить на 100 равныхъ частей. 

Раздфлинъ АВ на 10 равныхъ чаетей обыкновеннымъ спо- 

собомъ (5$ 269); части дфленя означимъ цифрами 1, 2, 3 пт. д.; 

такимъ образомъ лини В1, В2, БЗ,... Б9 выразаятъ послёдо- 
вательно 1 25, 25,...3; дюйма. Десятую часть лини АВ (дюйма), 
наприм$ръ 49 раздфлимъ на 10 равныхъ частей, чтобы получить 
т яини АВ); для этого воспользуемся предъидущимъ епособомъ. 
Проведемъ 4.4’ перпендикулярно къ АВ, отложимъ по вемъ отъ 
точки 4 десять преизвольныхъ, но равныхъ частей, которыя оз- 
начимъ цифрами 1, 2,3,... 9; точку А’ соединимъ съ концомъ 9 
раздфляемой линш 49, а черезъ точки отложешя 1, 2, 3,....9 
по лини А’ проведемъ параллельныя къ АВ; наконець че- 

резъ остальныя точки дфлешя прямой АВ и черезъ конець В 
проведемъ параллельныя къ прямой 49. Отложивъ ВС = 
Ср=... = АВ, изъ точекъ С, О,... возетавимъ перпендикуляры 

Фиг. 174-я. 

> 

® 
А. 
[4 
р 
[4 

Га 
С 
Г 

|| © 

А 78765439218 

СС’, ОГ,,... Такъ получимъ поперечный масштабъ. Покажемъ, 
вакъ помощю его получаются дюймы, десятыя и сотыя дюйма. 

Понятно, что АВ = А'В’, и веЪ части прямой АБ равны ча- 
етямъ прямой 4’В’, какъ параллельныя между параллельными; 
слфдовательно В’Г, составляетъ десятую часть АВ. На основанши 
предъидущаго способа дфлемя прямой (1-е), имфемъ: 

аа’ =0,1 ВТ, слёд. аа = 0,01 АБ, 
66’ = 0,2 ВТ, слёд. 9 = 0,02АВ, 
сс’ = 0,3 ВТ, слёд. сс = 0,03 АВ, 

ит. д. ит. д. 
ЕК = 0,9 ВТ, слёд. АК = 0,09 АВ. 

На фиг. 173 прамая АВ есть дюймъ въ настоящую вели- 
чину; поэтому аа есть 0,0] часть дюйма, 60’ = 0,02 д., ит. д.; 
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51 =0,1 д., В? = 0,2 д.,...В9 =0,9 дюйма. Прамая А”а”’ = 
А”’а-а’а’- аа или А’а” = 38 + 03+ 0,01; слфд. А’а’=3,31 
дюйм. Лиюя 099’=9'9- 90, или 99’=0,58 дюйм. Лия 
Ни’ = НА - ВЪ, или Ну’ = 1,48. 

Поэтому, чтобы измфрить линю чертежа въ дюймахъ и его 
частяхъ съ точностью до сотой части дюйма, растворяютъ цир- 
куль на длину изм$ряемой лини и отыскиваютъ на масштаб$ 
такую изъ ливй параллельныхь къ АД, чтобы ножки циркуля 
совпали съ пересфченями на масштаб; наприм®ръ, если ножки 
циркуля придутся въ точкахъ Ы ий’, то опредфляемая прямая 
Н’ = 1,48 дюйма. 

Обратно, если требуется линю, длинною, напримфръ, 2,31 
дюйма, нанесть на чертежъ, то ставятъ одну ножку циркуля по 
лини ДД’, отвфчающей 2-иъ дюймамъ, на той горизонтальной, 
воторая проходитъ черезъ дфлеше |, означающее 0,01, и рас- 
творяютъ циркуль, пока другая ножка не придется противъ по- 
перечной, означенной цифрою 3, означающею десятыя; получимъ 
А”а” = 2,31 дюйма. 

По весьма важному приложеню масштаба къ черченю, уча- 
щ1еся должны твердо усвоить указанные здфсь пр!емы опредзле- 
н1я ВЪ Дюймахъ и его частяхъ длины лини, а также отложеня 

лини, когда она задана въ дюймахъ и его частяхъ. 

Дробный масиипаб5. Масштабъ употребляется преимуще- 
ственно для нанесешя на бумагу линй, уменьшенныхь въ из- 
вЪетное число разъ. Объяснимъ примфромъ. Если настоящую ве- 
личину дюйма примемъ, наприм$ръ, за 100 сажень, то 0,01 
часть дюйма надо принять за 1 сажень, 0,02 дюйма—за 2 са- 

жени и т. д.; поэтому, если бъ потребовалось линио мЪстноети, 
длиною въ 195 сажень нанести на бумагу, то взяли бы по 
масштабу 1,95 дюйма, какъ показано было выше. Понятно, 
что принявЪ для масштаба 1 дюймъ за 100 саженъ и перенося 
измфренныя лини на бумагу въ этомъ масштабЪ, иы уменьшимъ 
всф лиши во столько разъ, во сколько 100 саженъ болфе 1 
дюйма, т. е. въ 8400 разъ. Дробь 5, показывающая отно- 
шенте лини начерченной на бумаг къ дЪфИствительной длинъ 

лини, называется дробным5 масштабом. 
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6. Построить: четвертую пропорщональную къ тремъ даннымъ, лин1ямъ, среднюю 
пропоршовальную между двумя ханными прямыми и третью пропорцлональную 
къ двумъ прямымъ.— По данной сторон построить полигонъ подобный данному. 

ВопРосЪ. 

8 273. Построить четвертую пропориональную кз дан- 
ным5 тремз прямымз. 

Пусть а, 6 и с означаютъ три данныя прямыя; требуется 
построить такую прямую, чтобы 

Фиг. 175-. отношене лини а къ Ф было 
равно отношетю лиши С ЕЪ 
искомой. 

Проведеиъ двЪф прямыя АВ 

и АС подъ произвольнымъ уг- 
ломъ; отъ вершины А отло- 
киуъ А)д=а, АР=С, а отъ 

точки ЛД отложииъ Оа =; соедививъ точки О и Ё, прове- 
демъ черезъ С прямую параллельно ОЕ, до пересЪченя съ АВ 
ВЪ ТОЧЕЪ Н. 

На основан свойства хорды ОЕ, параллельной боку АН 
треугольника АСН ($ 234), получим. АД: ра=АЕ: ЕН, 
или а: 6=с ЕН. И такъ ЕН есть искомая лин. 

ВопрРосЪ. 

214. Построить среднюю пропорилоналную между 
двумя ‘данными прямыми. 

Пусть а и 6 — данныя прямыя; надобно построить такую 
прямую, чтобы отношене лини @ къ искомой было равно отно- 
шеню этой искомой къ прямой 6. 

1) На неопредфленной прямой отложимь АВ =аи ВС =5; 
раздфливь АС пополамъ, опишемъ 

ВИО, полуовружность, изъ середины „4С, 
ай какъ центра, радусомъ, равнымъ '/› .4С; 

р ‚ = изъ точки Б возставимъ перпенди- 
‚ча  кударъ ВО кь АС до пересченя съ 

= полуокружностью. Извфетно, что пер- 
пендикуляръ, опущенный изъ точки 

окружности на дЛаметръ, есть средняя пропорщональная между 
отрфзками дламетра ($ 263); слдовательно 
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АВ ВО= ВП: ВС, 

ИЛИ а: ВБР= В: 6. 

И тавъ, ВГШ есть искомал линия. 

2) РЬшеше этого вопроса можно основывать и на томъ 
свойств хорды, что она есть средняя пропорцональная между 
х1аметромъ, проведеннымъ черезъ одинъ изъ ея концовъ, и от- 
р®зЕомъ этого даметра ($ 268). Велфдетне этого искомая хин1я 

х должна быть хордою, и если а>6, то 
Фиг. 177-я. а будетъ дламетромъ, а 6 — его отрёзкомъ. 

И такъ, отложимь АВ=а. АС=Ь; изъ 
точки С возставимъ перпендикуляръ Ср 
въ лиши АБ до пересфченя съ окружно- 

стью, описанною на АВ, какъ на д1аметр%; 
прямая АД будетъ искомая; дЪфйствительно 

АВ: Ар= АШ: АС, или а: х=1: 6. 

3) Р»шеме того же вопроса можно основать на свойствъ 
касательной, что она средняя пропоршональная между сВкущею 
и внфшнимъ ея отр%экомъ. Велфдетве этого, отложимъь АВ =а, 

АС—6 (фиг. 173) и опишемъ какую нибудь окружность, ко- 
торая прошла бы черезъ дв точки В и С; а изъ точки 4 
проведем кавательную 4) къ окружности; нолучимъ 

АВ Ар=Ар АС ши а: Ар=АО: 6. 

Примъчанме. Черезъ двЪ точки 
Фиг. 178-я. Ви С можно провесть множество 

в окружностей, но касательныя, про- 
веденныя къ нимъ черезъ точку 44, 

С булутъ равны между собою ($ 264); 
слёдовательно геометрическое иЪсто 
точекъ прикосноветя этихъ каса- 

А2 тельныхъ будетъ окружность, описан- 
ная изъ центра А радусомъ АД. 

ВопрРосЪ. 

6 2715. Построить третью пропорщональную кз двумъ 

данным» прямымз. 

Пусть аи данныя прямыя; надобно построить такую прямую, 

чтобы отношеше а къ 6 было равно отношеню 6 къ искомой 
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лини; очевидно, что искомая линя найдется какъ четвертая про- 
порщ!ональная къ тремъ линямъ: а, би ф ($ 2713). 

Для рфшен1я этого вопроса можно употребить еще одно изъ 
слфдующихъ построенй. 

1) На произвольной прямой отложимь АВ ==а, возетавимъ 
перпендикулярь ВС =; соединивъ точки 4 и С, возетавимъ 

перпендикуляръь СЛ въ прямой АС до 
Фиг. 179-я. пересфченя съ продолженною АВ. По 

с свойству перпендикуляра ВС, опущен- 
Г наго изъ вершины прямоугольнаго тре- 

угольника на ипотенузу 4), получимъ 
а:6 =6: ВО; слфдовательно искомая 

А 5. =-=--"7" . 
. 2 третья пропорщональная равна ВД. 

2) Пусть а>. Отложимь АВ =а 
Фиг. 180-я. и на прямой АБ, какъ дламетрв, опи- 

шемъ окружность; изъ точки А, какъ 
« центра, рад1усомъ равнымъ 6, опишемъ 

дугу; & изъ точки пересфченя С опустимъ 
перпендикулярь СО на АВ; получимъ 

7 БИЯ - в АВ: АС = АС: АХ, или а:6=6: АО; 
слфдовательно АД есть искомая линия. 

ВопРосЪ. 

$ 216. На данной сторонъ построить мноюуюольниз, 
подобный данному. 

Пусть требуется построить на прямой А’РВ’ многоугольникъ, 
подобный многоугольнику АВСОРЕ. Изъ вершины А проведемъ 

длагонали АС, АД; на прямой 4’Б’, 
Фиг. 159-м при точкф 4’, построимъ уголь 

э В’А’С’ = ВАС, а при точк8 В’— 
дтолъ АВ’С’=С АВС, получимъ 

1’ треугольникъ 4’Б5’С’, подобный 
уг ох АВС (8 242). Точно также на пря- 

3’ мой АС’ посгроимъ треугольникъ 
А’СТ’, подобный АСР, ина прямой 

А’П’, — треугольникъ А’О’Р, подобный АШЕ. Мнотоугольникъ 
А’'ВСТЬ’Е иподобенъ АВСРЕ, потому что оба многоугольника 
разбиваются изъ вершинъ раввыхъ угловъ А и А’ на треуголь- 
ники, подобные и одинаково расположенные ($ 252). и 

х з ^^ 



ОТДЪЛУЬ ПЯТЫЙ. 

Измбреше и сравиене площадей многоугольниковъ. 

7. Площади прямоугольниковъ, ихфющихъ равныя основан!я, относятся какъ 
зысоты. — Площади прямоугольниковъ относятся какъ произведенл основан! 
на соотвфтствующ!я высоты.—0О мфрф площадей. — Площадь прямоугольника. 

2711. Площадью называется величина опредфленной части 
плоскости. Подобно тому кавъ длина прямой линш есть вели- 
чина опредфленной части безконечной прямой лини, такъ пло- 
щадь есть величина опредфленной части безконечной плоскости; 

часть эта можетъ быть ограничена прямыми линями — много- 
угольникъ, окружностью — кругъ, дугою окружности и прямыми 

лин1лий — круговой секторъ, круговой сегментъ и вообще какими 
нибудь кривыми ливями. 

ИзмФрить площадь значить найти ел отношене къ единицф. 
За единицу для изы$реня площадей принимаютъь квадратъ, сто- 
рона вотораго равна единицф. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 218. Площади 0двухз ярямоуюльниковь, имющить 
‹фавныя основаня, пропориональны ить высотамз. 

Положимъ, что въ прямоугольника АВСР и АВСГ 
основания ихъ равны, АБ = А’В’; надо доказать, что 

АВС: АБС’ = Ар: АГ, 

Фиг. 181-я. 

15 
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1) Положимъ, что высоты АР и А’П’ соизмфримы и пусть 
общая ихъ м$фра т содержится въ А) —4 раза и въ АД’— 
3 раза; значить 

Ар 4 

Ар 3 

Черезъ точки дфлевшя проведемъ параллельныя къ основа- 
няиъ АБ и А’В’; такимъ образомъ прямоугольникъ АВСР 
разобьетел на четыре равныхъ прямоугольниковъ, а А’В’СО’ 
на три тавже равныхъ между с060ю и равныхъ первымъ прямо- 
угольникамъ (5 131). По этому можемъ сказать, что прямо- 
угольникъ 4ВМ№ММ есть общая мЪра для  прамоугольниковъ 
АВС и АБС’, которая въ первомъ содержится 4 раза, а 
во второмъ прямоугольник$ 3 раза; слфдовательно 

АБС 4 

АВС 3 
И такъ АВСО: АВС’ =дАр: АГ. 
2) Пусть высоты АД и АТ’ несоизифримы. 
Доказательство такое же, какъ въ 6 220, 2-е. 

$ 279. Такъ какъ за основание прямоугольника прининаетсл 
какая нибудь его сторона, а высотою будеть смежная ей сто- 
рона, то можно сказать, что площади прямоулольниковз, имтъю- 
щихз равныя высоты, пропорийональны ить основанямз. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 280. Площади всякихь двух прямоуюльниковз пропор- 
ональны произведенямз ижь оснований на высоты, т. в. про- 

изведенямъ отвлеченныхъ чиселъ, про- 
исшедшихъ отъ измфрев1я основанй и 
высоть какою нибудь единицею. 

Пусть будуть даны АВСО и абса, 
два прямоугольника; надо доказать, 
что АВОГ: аса = АВ. АШ: &.а4. 
Построимъ прямоугольникъ, котораго 

одинъ бокъ равенъ основаню АВ 

первато прямоугольника, а другой, смежный ему бокъ, былъ бы 

равенъ высотф а@ прямоугольника 464; съ этою цфлью отло- 

жинь АЁ=аа, и проведемь РС параллельно основан 4.В, ио- 

Фиг. 182-я, 



а 

лучимъ прямоугольникъ АБОСРЕ. Прямоугольники АС и АС 
имфютъ равныя основан1я; слфдовательно они пропорцюнальны 
ихъ высотаиъ АД и АЕ; а прямоугольники АС и ас имютъ 
равныя высоты, елфдовательно они пропорщюональны ихъ основа- 
н1ямъ АБ и а60. И тавъ 

АС АБ 
Аб АР 
АС АВ. 
а а’ 

перемножимъ равныя на равныя, сокративъ -4С и вставивъ ад, 
вмфето АЕ, получимъ 

46 _ р Хх АВ 
ас  @ахф‘` 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 281. Площадь прямоуюльника измпряется произведе- 
наем ею основамя на высоту. 

Пусть требуется изм$рить прямоуголь- 
никъ 4В СО; значитъ надо найти отно- 
шен!е прямоугольника АС къ квадрату 

«`` ‹ @6, котораго бокъ равенъ какой вибудь 
| | йной единиц. Такъ какъ квадратъ | | | лине 

есть въ то же время прямоугольникъ, то, 

Фиг. 183-я. 

А 8% 6 ца основаши предъидущато предложения, 
имфемъ 

Ас _авхАр „46 ав АВ 
пе ха’ М а 9 аб ̀ 

При измфреви площадей, бокъ квадрата, принятаго за еди- 

вицу, всегда равенъ единиц; то предъидущее выражеше можно 

такъ изобразить 

АС _АВ Ар 

1 площ. 1 лин.” 1 лин. 

Значитъ, прамоугольникъ „АС содержитъ столько квадратныхъ 

единицъ, сколько заключается единицъ въ произведени чиселъ, 

10* 
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происшедшихь отъ измфреня основаня АВ и высоты АР прямо- 
угольника. Для краткости пишутъ 

АС=АВХ Ар, 
и читаютъ: площадь прямоугольника равна или изифряется про- 
изведенемъ его основаня на высоту. Причемъ надо помнить, 
что въ предъидущемъ равенствф подъ АС, АВ и АД подра- 
зумфваются числа, какъ выше сказано; иначе было бы нелфпо 
умножать двЪ прамыя, одну на другую. 

$ 282. Если бокъ квадрата абс@, принятаго для изифреня 
площади прямоугольника АВСО, укладывается цфлое число разъ 
въ основании и высот, то измфреме площади становится оче- 

виднымъ, независимо отъ предъидущаго 
Фвт. 184-я. предложеня. Пусть напримфръ, бокъ 

аф въ основани АВ уложился 4 
раза, а въ высотф— 3 раза; проведя 
черезъ точки дфлен1я прямыя, парал- 
лельныя основан1ю и высот, разобъемъ 
прямоугольникъ АС на квадраты, рав- 
ные квадрату ас, и очевидно, что 
число квадратовъ, содержащихся въ 

прямоугольник АС, равно произведеню 4Х 3. 

Если отъ измфрешя основаня и высоты прямоугольника по- 
лучатся дробвыя числа, то и площадь прямоугольника выразится 
въ частахъ квадратной единицы; напримфръ, если основане 

прямоугольника равно 2`/, дюйм., а высота 1'/, дюйма, то пло- 
щадь прямоугольника будетъ равна (21 11) квадратнымъ дюй- 
маиъ, или 33 кв. дюйма. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 283. Площадь квадрата измъряется второю степенью 
ею бока. 

ДЪйетвительно, квадратъ есть прямоугольникъ, въ которомъ 

основане равно высот$; поэтому, если бокъ квадрата, принятый 
за 1-цу, содержится @ разъ въ бок измфряемато квадрата, то 

площадь этого послёдняго равна аЖа или 4”. 

$ 284. Примчане. На этомъ основани получихъ слё- 
дующ!я отношеня квадратныхь мфръ: 



квадратная миля = "7, или 49 кв. верстамъ, 
квадратная верста = 500?, „ 250000 кв. саженямъ, 
квадратная сажень = 7? „ 49 кв. футамъ, 
квадралный футъ = 12° „ 144 кв. дюймамъ, 
квадратный дюймъ = 10 „ 100 вв. ливямъ, 
квадратная сажень = 3? „ 9 кв. аршинамъ, 
квадратный арш. = 16? „, 526 кв. вершкамъ. 

Кром% этихъ ифръ у насъ употребляется еще десятина; это 
прямоугольникъ, котораго основаше 60 саженъ, а высота 40, 
или — основаше 80 саженъ, а высота 30; въ обоихъ случаяхъ 
площадь десатины равна 2400 квадратнымъ саженямъ. 

8 285. Говоря о десятин, можно замфтить, что прямо- 
угольники, одинъ— съ основашемъ въ 60 и выесотою въ 40 са- 

женъ, а другой — съ основатемъ въ 80 и высотою въ 30 са- 
женъ не могутъь быть совмфщены; между тфиъ площади ихъ 
равны, ибо 06$ содержать одинаковое число единицъ или мЪръ, 
2400 кв. сажевъ. 

Вообще протяженя могутъ, различаясь по виду, содержать 
одинаковое число квадратныхъь мфръ: тавя протяженя назы- 
ваются равномтрными; равными же будемъ называть, по преж- 
нему, протяженя совмфщающияся. Разумфется, что равныя протя- 
женя необходимо равномфрны; обратное же не всегла бываетъ 
вфрно. 

8. Площади параллелограмма и треугольника. — Площади трапещи и описая- 
наго около круга многоугольника. 

ПрЕДЛОЖЕН!Е. 

8 286. Площадь параллелофамма измъряется произве- 
демемз ею основашя на высоту. 

Пусть АВСГ параллелограшиъ, за основаше его применъ 
бокъ АВ, за высоту перпендикуляръ 
ОЕ къ основаню АВ; докажемъ, 
что площадь АВС = АВХ ПР. 
Проведя СС перпендикулярно къ 
АВ, получимь  прямоугольникъ 
СРЕС ($ 1238), равномзрный съ 

д РЕ в [— ©  данвымъ параллелограмиомъ. Д®й- 

Фиг. 185-я. 
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ствительно, въ треугольн. 4)ЕаВСа, Ар=ВС, РЕ=С0(8123), 
ДАрЕ= ВСС (8 18); сл6д. треуг. АРЕ==треуг. ВСС; 
а придавъ къ этимъ равнымъ по площади ВСШЕ, получимъ 

треуг. АДЕ-+ площ. ВСОЕ=треуг. ВСО -+ площ. ВСЕ, 
или паралл. АВСГ = прямоуг. СОЕС. 

На основан предъидущаго параграфа, 
прямоуг. СОЕР@а = СХ БЕ; 

елзд. паралл. АВС) = СЬХ ПЕ, 
ИЛИ паралл. АВСО=АВХ ПЕ. 

8 287. Сльдетвте Т. Площади двуть параллелотраммовз 
пропорщональны произведенямь ихз основам на высоты. 

Пусть © и 4 означаютъ площади двухъ параллелограммовъ, 
Б и ф— ихъ основашя, Ни Л — высоты. Имфемъ 

@ = ВН, } 4 _В отсюда —^ = -—. 
4= 0; а в 

$ 288. Сльдетв!е П. Если въ предъидущей пропорщи по- 
ложимъ В =6, то получииь @ 4=Н: Ат. е. площади па- 
раллелозраммовз, имюющихь равныя основатя, пропорилонал- 
ны высотамз. 

Положимъ вЪ той же пропорци Я =, получимъ ©: 4=Б:6, 
т. е. площади параллелораммовь, имъющихь равныя высо- 
ты, пропорилональны основаняме. 

$ 289. Слъдетв1е Ш. Если одновременно В =, Н=й, 
тои О=4, т. е. площади параллелотраммовь, имъющихь рав- 
ныя основаня и высоты, равномтърны. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 290. Площадь трелольника измтряется половиною про- 
изведенля ею основанля на высоту. 

Пусть въ треугольникё АВС бокъ АВ принять за осно- 
ване, а слёд. перпевдикуляръ СШ, 
опущенный изъ вершины Сна АВ, 

будетъ высотою треугольника; надо 
доказать, что площ. 

АВС ={ АВ. СШ. 
Черезъ точки В и С проведемъ 

ВЕ параллельно АС, и СЁ па- 

Фиг. 136-я. 
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раллельно АБ; получимъ параллелограмиъ АВЕС ($ 119), 
котораго площадь равна АВ >< СО ($ 286); но площадь тре- 
угольника АВС составляетъ половину площади параллелограмма 
($ 123); поэтому 

площ. АВС ={АВ. СШ. 

8 291. Сльдетве Г. Площади двутз треуюольникховз про- 
порщональны произведенмямз ить оснований на высоты. 

Пусть Т иф означаютъ илощади треугольниковъ, Ви 6 — 
ихъ основаня, а Нши Л} — высоты. На основами  послфдняго 

предложен1я, имфемъ 

— и 

Е отсюда Т _ ВН, 
ве: "тм 

8 292. Сльдетые П. Площади двухз треуольниковз, 
имтощихь равныя основаная, пропормональны иль высотамь, 
а при равных высотахъь пропориональны основанямз. 

Й дЪйствительно, если въ пропорщи предъилущаго пара- 
графа положимъ В =, то получим Т: {= Н: №; а принявъ И = 1, 
получимь Г: #=В 6. 

$ 298. Сльдетвае ПТ. Если одновременно В =фи Н=й1, 
тои Т=Е значить, идбиади треулюльниковь, имъющиль рав- 
ныя основал и равныя высоты, равномтрны. 

ВопрРосЪ. 

* По извъьстнымь тремь сторонамь треуюльника, найти 
60 площадь (фиг. 186). 

Положныъ, что въ треугольник АВС извфетны стороны, 
ВС=а, АС=6, АВ = с. Высота СШ) треугольника неизвЪстна, 

назовемъ ее буквою #.На основами $ 261, получимъ 

В0'—= 40+ АВ —2 АВ. АР 
ИЛИ = с —2с. АО; 

с —@°. 
отсюда А = р 

Изъ прямоугольнаго треугольника АСД получимъ ($ 257) 



о р ——® 
СО =АС — АБ ви = — АО. 

Ветавимъ, вместо АД, раввую ей величину, получимъ 
и $ 02 — 1912 45? $ $? Я [  03\3 

1 = 4? — вы ), отсюда = ее а) 

Числитель послфднаго выраженя можно принять за разность 
квадратовъ, потому что 4"67с° = (26с)?; а извЪетно, что разность 
кведратовъ двухъ количествъ равна сумиё этихъ количеств, 
умноженной на ихъ, разность; сл$д. 

4 — (бе — а) = (26 ++ е—@) (2%-+Ф—Р- с), 
(ОН с) — а} {а — (0—6), 

= 6-е — 2} {26-9 
= (бе а)(6-Ес - а) (а — с) (ав — 6); 

р? («тыс в +се—а) а-+с— В (а-4+ 6 — с) 
=” — — ОХ 

4 с? 

поэтому 

Положимъ, для краткости, 

аб е=2р. 

Вычтя посл довательно изъ частей этого равенства сперва За, 
потомъ 26, наконецъ 2с, получимъ 

Бе а=2(р— а), 
ае—6=2(р—6,, 

а —с=?(р — (с); 
__ 4р(р-а) (р В (р— ‹) 

Урр— а) р— В (р с) 
И: В — 

с 

Площадь треугольника найдется, когда половину высоты й 

умножимъ ва основане с, получимъ 

Уф — а) (р—Ъ) (р <. 

Примъчаже. При опред$лени отрфзка АД, мы полагали, что 

уголъ „4 острый; еслибъ уголь А былъ тупой, то для опредз- 
лева отрфзка АГ), надо взять въ основане 8 260. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

294. Площадь трапещи измъряется произведенемь по- 
лусуммы параллельныхь ея основан на высоту. 
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Пусть АВСО трашещя, АВ и СГ ея параллельныя осно- 
вая, а ОЕ= ВС — высота. 

Проведя д!аговаль В), мы разобьмъ 
трапецю на два треугольника: въ одномъ изъ 

р СС вихъ — площадь АВО ={АВХ ПЕ въ дру- 

'  томъ — площадь ВСр={СЬЖВа ви 
{ СРХОЕ, потому что разетояне между па- 

Ая раллельными повсюду равны; и такъ площадь 
АВСР = АВХ ОЕ-+ 1 СОЖЬЕ, а отдёливь ОЕ общинъ 
иножителемъ, имфемъ площадь 4ВСР ={ (АВ + СР)Х БЕ. 

8 295. Слвдетв!е. Площадь трапеши равна произве- 
деню ея высоты на прямую, соединяющую середины не па- 
раллельныхь боков. 

Если черезъ середину М бока АД проведемъ хорду ММ 
параллельно основашямъ трапеции, то прямая ММ будетъ равна 
полусумм$ основаюй ($ 117); елфдовательно 

площадь АВС = ММХ ПЕ. 

Фиг. 187-я. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 296. Площадь мнооуольника, описаннало около кра, 
измтряется половиною произведеня изз ею периметра на ра- 
д4ус5 этою круа. 

Требуется найти площадь многоугольника АВ СО, описаннаго 
около круга. Соединивъ центръ круга съ вершинами многоуголь- 

ника, найдемъ, что площадь многоугольника 
Фиг. 188-л, АВСО равна суим$ площадей треугольниковъ 

АВО- ВСО-- СРО-+ АО. За основаюя 
этихъ треугольниковъ примемъ стороны дан- 
наго многоугольника АВ, ВС,,....; высота у 
нихъ будетъ общая — радусъ ОЁ круга, потому 
что перпевдикуляры, опущенные изъ центра 
на касательныя, проходятъ черезъ точки ка- 
саня. И такъ площадь 

АВСр- АВТО +вс.7—7 + бо. р +45.7 

| РО шв АВСр-(АВ+ВС+ СО+ АТ). 

тдф сумма боковъ АВ-+ВС-+ СО-- АО есть периметръ мно- 
гоугольника, описаннаго около круга; слд. предложене доказано. 
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9. Треугольньки, имфющте по равному углу, относлтся, какъ произведев!л изъ 
сторонъ, заключающеихт эти углы. — Подобные треугольпики и подобные многоу- 

гольвики относлтся какъ квадраты сходственныхъ боковъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 2971. Площади треуюльниковь, имъющихь по равному 
уму, пропорилональны произведемямь сторонз, заключающихь 
эти улы. 

Фиг. 157-я. Положимъ, что уголъ 4’ = А. Пло- 
щади  треугольниковъ  иропоршональны 

в бов, произведенямъ изъ ихъ оснований на вы- 
| Ме соты ($ 291); слвдовательно 

А АВС АС ВШ р С АБО _ 
ЯВ Аб’Х ЕР" 

Высоты ВО и В’О’ треугольниковъ АВС и АВ’С’ оте- 
каютъ подобные треугольники АВР и А’В'Г’; потому что уголъ 
А=ГА’ и прямой уголь АДВ = А’Р’В’; сл6довательно сход- 
ственныя стороны пропорщональны: 

Вр АБ 

ВО АВ’ 
. ВО 

Ветавимъ въ первое равенство, вмфсто отнощен!я РО» му 

АВ < 

равное -„;;› Получимъ $ 

АВС АС АВ „АВС _ АСХАВ 
АВС АСЛАВ"Т АВС АСХАВ' 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 298. Площади подобныхь треуольниковз пропорио- 
нальны квадратамз своихъ сходственныхь сторонз. 

Пусть треугольники АВС и А’В’С® подобны; положимъ, что 
уголь 4 = 4’. На основанш предъидущаго предложеня, имфемъ 

АВС _АС „АБ, 

АВС АСТАВ” 

а велфдетве подобя треугольниковъ АВС и А’В’С’, сходетвен- 
ныя стороны пропорщональны: 
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АС _АВ 
АС АВ’ 

И: Кб. 
Ветавивъ въ первое равенство, выфето отношеня 47” ему 

равное В и перемноживъ дроби, получииъ 

АВС _ АВ" 
АВС АВ” 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 299. Плошади подобныхё мноюуюльниковз пропоршо- 
налуны квадратамз своить схтодственныхь стофонз. 

Пусть иногоугольники АВСОЕ и АВСП’Е подобны. Изъ 
вершинъ равныхъ угловъ Аи А’ 

Фиг. 159-я. проведемъ длагонали во вов прочя 
р вершины; получимъ подобные тре- 

к угольники, и, велфдетве предъиду- 
#.& э щаго предложеня, будемъ иУфтЬ 

, 72% АВС: А’В’С’ == ВС? : В'С”, 
А в 1 в АСР: Абр=0Ср 067», 

АБР: АрЕ=рЕ* ПЕ”. 

Стороны подобныхъ многоугольниковт пропорциональны; зна- 
читъ, ВС: ВС = 0): СГ’=,Е: ОГ; а возвысивь Въ 

квадратъ всё члены этихъ пропорщй, найдемъ, что вторыя от- 

ношен!я вышеприведенныхъ равенствъ равиы между с0б0ю; и такъ 

АВС: АВС=АСЬ: АСбЬ=дАрл АБР. 

Примфнивъ къ этому ряду равныхъ отношенй извфетное 
свойство, что сумма предъидущихъ относится къ сумм$ послф- 

дующихъь и проч., 

АВС+АСЬ+АРЕ _АВС _ВС* 
АВСТАСП-АРЕ АВС ВС” получимъ 
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10. Квадратъ, построенный на илотевуз$, равномфревъ сумм$ квадратовъ, ностроен- 
ныхъ н8 ватетахъ. МвогоугольниЕъ, построенный на ипотенузф, равномфревъ 
сумм$ многоугольвиковъ ему подобныхъ, построенныхь ва катетахъ, если ипо- 

тевуза и катеты представляютъ сходственвые бока этихъ многоугольниковъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 300. Квадрат, построенный на ипотенузь, равномп- 
фенз суммъ квадратовз, построенныхз на катетать *). 

Построимъ на сторонахъ прямоугольнаго треугольника АВС 
(уголь С прямой) квадраты АВКТ ВСЕШ в АССЕ, и до- 
кажемъ, что первый квадратъ равномфренъ сумиЪ остальныхъ двухъ. 

Проведемь СМ перпевдикулярно къ 
Фиг. 189-я. ипотенуз$ АВ, ТМ параллельно катету 

АС, и ЕЁ параллельно ипотенуз$ АБВ: 
получит два равные параллелограмма АСМ№1 
и АВГР ($ 1935). Въ самомъ дфлЬ, дв 

стороны: 41= АВ, АС = АР, какъ сто- 
роны квадратовъ; притомъ углы между этими 
сторовами равны, / С.А1= 1 ВАЕ, ибо каж- 
дый состоитъь изъ прямаго угла, сложен- 
наго съ угломь ВАС. Прямоугольникъ 4М 
и параллелограммъ .4№ имфютъ общее осно- 
ване АГ и одну высоту 1М, слЬдовательно 

они равномфрны (6 289); по той же причин$, квадрать АС ра- 
вномфревъ параллелограмму В.Р; а какъ эти параллелограммы 
равны, то прямоугольникъ .4М равномфренъ квадрату АС. 

Точно также докажемъ, что прямоугольникъ ВМ равном$- 
ренъ квадрату В.Е; а какъ сумна прямоугольниковь АМ и ВМ 
составляетъь квадратъ АА, то квадратъ АЕ равномфренъ суммЪ 
квалратовъ АЯ и ВЕ. 

`$ 301. Примъчаще. Извфетно, что площадь квадрата равна 
второй степени или квадрату его бока; слфдовательно, если сто- 
ровы прямоугольнаго треугольника изифрены, то квадратъ числа, 
происшедшаго отъ изифреня ипотенузы, равенъ сумм квад- 
ратовъ чиселъ, происшедшихъ отъ измфреня катетовъ. Такимъ 
образомъ вновь доказано предложене $ 256. Предложеня, опре- 
дфляющия квадраты сторонъ, лежащихъ противъ острыхъ и ту- 

*) Это свойство открыто греческимъ геометромъ Пиезгоромъ: ему же при- 
писываютъ открыте песоизмфримости д1агонали съ бовомъ ввадрата. Пйеагоръ 
жилъ 05020 580 г. до Р. Х. 



пыхЪ угловъ треугольника, могутъ быть доказаны вновь, прини- 
мая квадраты чиселъ, служащихъ ифрою сторонамъ, за квадраты 
построенные на этихъ сторонахъ, а произведеня чисель за пря- 
моугольники, въ которыхЪ основаше и высота измфряются этими 
числами. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 302. Площадь мноюуюольника, построеннало на ипоте- 
нузъ, равномърни суммъ площадей мноюуюльниковз, ему по- 
добныхь, построенных на катеталь, если ипотенуза и ка- 
теты  представляють стодственные бока мнооуюльниковз. 

Путь АВС прямоугольный  треугольникъ, 
Фиг. 190-я. а многоугольники ©9 Р и А подобныя между 

собою, причемъ стороны АВ, ВС и АС сход- 
А ственныя; уголъ С’ полагается прямымъ. 
А В Извъетно (8 299), что площади подобныхъ 
а / многоугольниковъ  пропорц!овальны квадратамъ 

сходетвенныхь боковъ; сл$довательно 

Р: В=ВС* АС’; 

отсюда Р+В Е = ВС +40? АС?, 

притомъ ($ 299) 0О:В=АВ АС’. 

Три члена одной пропорщи равны тремъ членамъ другой, 

потому что квадратъ ипотенузы АВ” равенъ сумм квадратовъ 
катетовъ В С* + АС*; слЬдовательно остальные члены также 
равны, т. е. 

0=Р+ В. 

ВуопрРоСЪ. 

Найти зеометрическое мъсто вершин треуюльниковь, 
имъюшихь одинаковую площадь и одно основане. 

При р$шени надо имфть въ виду $ 293-й. 
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11. Данваго многоугольника найти площадь; превратить многоугольникъ въ дру- 
гой, ему равномфрный, но им5ющ! меньше боковъ.— Построить ввадратъ, рав- 
номфрный данному прямоугольнику или данному треугольниву.— Построить тре- 

угольвикъ, имфющ данную высоту и равномфрный данному треугольнику. 

ВопРоСЪ. 

$ 308. Измьрить площадь даннало мнооуюльника. 
Пусть данъ какой нибудь многоугольникъ. Разобьенъ его’ 

матоналями на треугольники и, проведя ихъ высоты, изифримъ. 
вЪ кАЖДОМЪ иЗЪ нихь обноваше и высоту. По этимъ даннымъ 
Легко вычислить площадь каждаго треугольника; & взявъ сумну 
этихъ площадей, получимъ площадь многоугольника. 

ВуопРоСЪ. 

$ 304. Измьрить площадь мноюуюльника со входящими: 
улами. 

Пусть дана прямолинейная фигура, наприн%ръ, АВСРЕГСН. 
Фигуру эту можно разбить длагоналяии на треугольники; но 

проще будетъь разбить ее на трапещи и 
треугольники. Проведемъ даговаль АС’ 
между самыми отдаленными вершинами; изъ 
вершинъ Р, Е и О проведемъ перпенди- 
куляры на АС, а изъ вершинъ Ни @— 
периендикуляры на ЁМ. Такимъ образомъ. 
разематриваемая фигура будеть разбита на 

5 3 треугольника и на 4 трапецши; вычиеливъ. 
"% и друйя и сложивъ полученныя числа, 

найдемъ илощадь всей фигуры. 

Фиг. 191-я. 

ВопросЪ. 

* Измърить по приближен площадь между кривою аб, 

прямою аб’ и перпендикулярами аа и 6’, проведенными на 

эту прямую изз кониовё иривой. 

Прямую аб’ раздфлимъ на четное число равныхъ частей въ 

точкахъ с’, @,, е.....; пусть № означаетъ одну изъ частей дЪ- 

лен!я; величина эта должна быть столь малою, чтобы части кри- 

вой аб, заключающияся межлу перпендикулярами, возставлен- 

ными изъ точекъ дфлешя с, 4, е,..... можно было принять за 

прямыя лини. 
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Разсиотримъ площадь аа’44, составленную изъ двухЪ 1о- 
слВдовательныхъ отр$зковъ; раздфлимъ. 

Фаг. 192-я. а’Ф на три равныл части въ точках. 
8 т ит; тогда 

ат = ти = 4 = 21, 

и точка С’ составляетъ середину пря- 
мой тя’. Принимая дуги ат, тп, 4% 
за прямыя лиши, помощю выражен1я 
площади трапещи, получимъ 

7,2 ПРЕТРГ 27 }’ Га #” 

о [р . 
площ. аатт = 3 (9 + пи’), 

о 
площ. тип т шо +”), 

т: а 
площ. пафя’ = 5 (и” - чз); 

отЪъ сложевшя этихъ площадей получимъ 

„Л ) | 
площ. ааа = я [и, + 2 (т + п’) + из]; 

во въ трапеци тим, пит + пя’ = у, ($ 281); слБдовательно. 

а й 
площ. ааа = - (у, + 4» + Уз). (1). 

Примфняя этотъ заковъ къ площадяиъ 4/74 и /667, получимт. 

‚й 
площ. АИТ = 5 (уз 4% Ву»). . (2), 

.„ № с 
площ. 166 == (4 и). (3). 

Сложивъ равенства (1), (2) и (3), получимъ 

ВЕ 
площ. аа’ — а [у у, +4 и) +2 (+ 

И такъ, для полученя криволинейной площади, по прибли-. 
женлю, надобно третью часть лими дтъъленля на четное число- 
умножить на сумму крайнихз перпендикуляровг, увеличенную 
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учетверенною суммою четнылё перпендикуляровз и удвоенною 
<суммою нечетныхть перпендикуляровз. Найденная формула пред- 
ложена англйскимъ математикомъ Симисономз;, она имфетъ весьма, 
важныя приложения. 

ВопросЪ. 

$ 305. Данный мнооуюльниь АВСПЕ превратить в 
полон, ему равмомърный, но импющия меньше боков. 

Соединимъ концы 4 и С двухъ смежныхъ боковъ АВи ВС; 
черезъ общую ихъ точку В проведемь ВС’ параллельно пря- 

мой АС до пересфченя въ (С съ продолжен- 
нымъ бокомъ СО, который смеженъ съ однимъ 
изъ двухъ первыхъ боковъ; наконець соединимъ 
точку С съ 4: тогла получимъ многоуголь- 
никъ АЯШОЕ, котораго число сторонъ, оче- 
видно, на одну меньше противъ даннаго много- 
угольника АВСШЕ, а площади ихъ равно- 
мфрны. 

фиг. 193-я. 

Дъйствительно, треугольники АСВ и АСС равном$рны 
{$ 293), потому что имфютъ общее основаше АС и равныя вы- 
соты — разстоян1я между параллельными линями Ва и АС; при- 
давъ къ этимъ треугольникамъ площадь АСДЕ, получимъ рав- 
номфрныя площади 4АВСОЕи АСПЕ. 

Примфняя къ многоугольнику АСЧШЕ построеве, исполнен- 
ное надъ даннымъ многоугольникомъ, получимъ треугольниеъ, 
равном$рный данному многоугольнику. 

ВопРоСЪъ. 

$ 306. Построить квадратз, равномтърный данному пря- 
моуольнику или данному треуфюльнику. 

1) Пусть В и Н озвачаютъ основане и высоту прямоуголь- 
никз, & Х — бовъ искомаго квадрата. 

Площадь прямоугольника равна произведеню ВН, а нло- 
щадь квадрата равна Х*; по условмю, эти площади равно- 
мфрны, слфдовательно 

Х*= ВИ; отеюда В: Х=Х: Н. 
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И такъ, искомый бокъ легко построить, какъ среднюю про- 
порщональную величину между В и Н ($ 213). 

Точно также параллелограмиъ обращается въ квадратъ. 

2) Чтобы пайти бокъ квадрата, равномфрнаго данному тре- 
угольнику, надобно найти среднюю пропорщональную между 
основанемъ треугольника и половиною его высоты, или между 
половиною основаня и высотою; потому что илощадь треуголь- 
ника равна половинф произведемя изъ основавя на высоту. 

$ 307. Такъ какъ всяюй многоугольникъ можно обратить 
въ треугольникъ, ему равномфрный, а этотъ послёдюй вЪ ква- 
дратъ, то всямй мнозоуюльнике можно обратить в5 ква- 
дратз, ему равномърный. 

ВопросЪ. 

8 308. Построить, ‘треуюльникз, имъюиий данную вы- 
соту и равномпрный данному треуюльнику. 

Пусть АВС данный треугольникъ. 
Фиг. 194-я. Проведемъ къ боку АС параллельную 

ДЕ въ разстояни отъ него, равномъ 
данной высотф, и раземотримъ два 
случая, смотря но тому, пересЪчетъ 
ли ДЕ остальные два бока (фиг. 194) 
или же ихъ продолженл (фиг. 195). 

1) Пусть Ш’ означаеть пересфчене ДЕ съ бокомъ АВ. 
Проведемь ДС, а черезъ вершину В — параллельную ей ВЕ; 
затзмъ соединииъ О и Е; тогда получимъ треугольникъ АДР, 
вотораго высота равна данной прямой, а площадь равномфрна 
треугольнику АВС. 

ДЪйетвительно, треугольники ВСО и РЕСП равномфрны 
{$ 293), потому что у нихъ общее основате СР и высоты 
равны, какъ разстоящя между параллельными ВР и ШОС; при- 
давъ треугольникъ АСД къ этимъ равномфриымъ треугольни- 
камъ, получимъ также равномфрныя площади, именно: треуголь- 
нивъ АВС = АПЕ. 

2) Пусть РЕ параллельна АС и проведена въ разстояния 
отъ нел, равномъ данной высотЪ, причемъ она пересфкаетъ про- 
должене бока АВ въ точк$ Д. 

11 



Фиг. 195-я. 
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Проведемъ ДС и параллельную къ ней БЕ; 
тогда соединивъ точку Ё съ 0, получииъ ис- 
комый треугольникъ АОР; потому что треуголь- 
вики ЕВС и ЕВ равномфрны (5 293); ел%- 
довательно, придавъ къ нимъ треугольникъ АВГ, 

получим 4АВС = АШЕ. 



ОТДБЛТЬ ШЕСТОЙ. 
Правильные многоугольники. — Измфреше круга. 

12. Правильный многоугольникъ. — Около правильнаго многоугольника иожно 
всегда описать и въ немъ вписать окружность. — Центръ и апоеема правильнаго 
полигона; величина его угловъ. — Правильные полагоны одного числа угловъ 
между собою подобвы.— Центральный уголъ. — Переходъ отъ полигона къ мно- 
гоугольнику съ двойнымъ числомъ боковъ. — Построен1е полигона описаннаго, 
когда имЪфется полигонъ впвсанный, и наоборотт. — Выражен1е черезъ радлусъ 
и бокъ полигона вписаннаго, подобнаго описавнаго и внисаннаго съ удвоеннымъ 

числомъ угловъ. 

в 309. Вообразимъ, что окружность раздфлена на равныя 
части. Отъ соединенял каждыхъ двухъ сосфдетвенныхъ точекъ 

дфлен!я составитея многоугольникъ, котораго всф бока равны 
между с0б0ю, какъ хорды, соотвфтетвующия равнымъ дугамъ; 
углы этого многоугольника также равны, потому что они впи- 
санные, и между боками ихъ заключаются равныя дуги, а углы 
измфряются, каждый, половиною этихъ дугъ. Правильнымз мно- 
1озпольником5 называется мнолоулольникь, которою всъ сто- 
роны и умы равны между собою. Поэтому, равностороннй 

треугольникъ и квадратъь — правильные многоуголкники. 
Изъ предъидущаго разсуждеюня слЗдуетъ: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 310. Если окружность раздълена на равныя части, 
то отъ соединеня каждылё двулз соспдственныхь точекъ 
дълензя получается правильный мнооуюльникз. 

ПРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 311. Если раздълить окружность на равныя части 
и через каждую. точку дъьленля провесть касательную д0 

11* 
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встръчи сз сосъдетвенными касательными, то получится 

правильный мноюуюльникз. 

Пусть въ точкахъ 4, В, С, ), Еи Е окружность раз- 
дфлена на равныя части; проведя черезъ эти точки касатель- 

ныя къ окружности, докажемъ, что много- 
Фиг. 196-я. угольникъ ММРОА5 — правильный. Про- 

ведемъ хорды АБ, ВС, СО ит. д., вс 
он$ равны между собою (5 160, 3-е); 
слфд. въ треугольникахъ АВМ, ВСМ, 
СОР ит. д. имфемъ по равной сторон%; 
углы, прилежапие къ этимъ сторонамъ, также 
равны (8$ 168); слфд. и остальныя сход- 
ственныя части равны, именно: 

1) АМ = В№М= СР= ит. д., ВМ = СМ= ПР ит. д.; 

притомъ сторона 4М = ВМ, потому что 06% лежатъ противъ 
равныхъ угловь въ треугольникё АВ.М; значить в выше- 
приведенные отрфзки равны между собою; а отсюда слфдуетъ, 
что ММ, равная удвоенной ВМ, равна М№Р, удвоенно0ой СМУ 
и т. д.; значить всф стороны многоугольника ММУРОВЗ равны 
между собою. 2) Изъ равенства тфхъ же треугольниковъ 4АВМ, 
ВСМ, СЬР,. слфдуеть равенство угловъ: ДМ = М, 
[Р=Д®, [В=16,... И такъ въ ипогоугольникь МУРОВ5 
всБ стороны и вс углы равны между собою, слфд. онъ пра- 
ВИЛЬНЫЙ. 

$ 312. По данному числу сторонъ правильнаго многоуголь- 
ника всегда можно опредфлить величину его угла, потому что 
всф его углы тавны между собою. И дфйствительно, пусть п 
означаетъ число сторонъ правильнаго многоугольника; сумма его 
угловъ равна 2)(п— 2), тд ГП означаеть прямой уголъ; 
слфдовательно каждый уголъ равенъ 

20 (п — 2) Е 

Полагая послфдовательно и =3, 4, 5, 6...., найдемъ: 

уголъ правильнаго треугольника равенъ */; О, 
уголъ правильнаго квадрата равенъ О, 

› › пятистороиника —› /5 0, 
› › шестисторонника › О, ит. д. 
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ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 313. Правильные мноюуюльники одинаковало числа 
Чиловь вседа подобны. 

Изъ предъидущаго 8 видно, что углы правильныхъ мно- 
тоугольниковъ одинаковаго числа сторонъ равны между собою; 
а велфдетве равенства сторонъ отношеня ихъ равны между 
собою. 

ПрРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 314. Около правильною мноюутольника вседа можно 
описать и въ немь вписать окружность. 

Пусть АВСРЕЕ правильный многоугольникъ; слфдова- 
тельно сторовы его равны АВ = ВС= СП,.... и углы равны 
ДАВС = [ВСр= / СЬЕ=.... 

1) Черезь три точки 4, В и С опишемъ окружность; 
центрь О этой окружности соединимъ съ вершинами иного- 
угольника, —- получимь О.А = ОВ = ОС, какъ рад\усы окруж- 

ности; докажемъ, что ПДО= 40. Пусть ОН 

Фиг. 197-я. означаетъь перпендикуляръ къ хордф ВС; слфдо- 

вательн4о0 ВН=СН ($ 146). Замфтивъ это, 
согнемъ чертежъ на лини ОН; при чемь НВ 
пойдеть по НС, точка В совпадетъ съ С, 
бокъ ВА пойдетъ по СШ, ибо, по условю, 
ДАВС=А ВОО, и точка А совпадетъ съ Ш, 
ибо, велфдетве того же усломя, бокъ АВ = СП; 

поэтому ковцы прямой АО совпали съ концами лини ОД); ел$- 
довательно ДО = 40. Поэтому окружность, описанная радлу- 
сомъ ОЛА изъ центра О, пройдетъ черезъ точку Ш. Им$я 
окружность, описанную черезъ три точки В, Си Ш, дока- 
жемъ, точно такимъ же образомъ, что она пройдетъ и черезъ 
точку Ё, ит. д. 

2) Мы доказали, что около правильнаго многоугольника 
АВСРЕР можно описать окружность. Бока этого многоуголь- 
ника суть хорды окружности, и такъ какъ онф равны, то и 
удалены равно отъ центра О (8 162); поэтому и перпендику- 
ляры, опущенные изъ центра О на бока многоугольника, равны 
между собою; слфдовательно окружность, описанная изъ О, какъ 
центра, радлусомъ ОН, равнымъ длин перпендикуляра, прой- 
деть черезъ ихъ основан!я, которыя будутъ точками касаня, 
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а бока — къ ней касательными. И такъ, въ правильномъ мно- 
гоугольник$ всегда можно вписать окружность. 

$ 315. Общ центрь окружностей, описанной и вписан- 
ной въ правильномъ многоугольник, называется центром 
правильною мпоюуюльника. 

Аповемою правильнаго многоугольника называется радусъ 
круга, вписаннато въ этомъ многоугольник; поэтому ОН есть 
аповема. 

$ 316. Уголь, котораго вершина въ центрё правильнаго 
многоугольника, а бока проходятъ черезъ дв смежныя его 
вершины, называется центральным» уломз правильнаго мно- 
тОТГольниКа. 

Если вс$ вершины правильнаго многоугольника соединимъ 
съ его центромъ, то получится столько равныхъ центральныхъ 
угловъ, сколько боковъ въ иногоугольникЪ; равны же они по- 
тому, что равнымъ дугамъ соотвфтствуютъ равные центральные 
углы. Слфдовательно, величина каждаго центральнаго угла най- 
детсл, если четыре прямые угла раздфлимъ на число боковъ 
правильнаго многоугольника. Отсюда слфдуетъ, что 65 двух 
правильных мноюуюльникахь, одинаковало числа сторонз, 
центральные узлы равны между собою. 

ВопРоСЪ. 

$ 317. Вз круиь вписань правильный мнооуюльникь; 
требуется около круа описать правильный мноюуюлникь 
тако же числа сторонг. 

Рьшене 1-е. Пусть АВСЬЕЕ (фиг. 196), вписанный пра- 
вильный многоугольникъ. Черезъ вершины его угловъ, въ нихъ 
окружность раздфлена на равныя Части, — проведемъ касатель- 
ныя къ окружности, — получимъ правильный  иногоугольникъ 
МКРОВБ ($ 311); число его сторонъ одинаково съ даннымъ, 
потому что каждому боку перваго соотвфтетвуетъ уголъ втораго. 

Рьшене 2-е. Путь АВСРЕР — виши- 
санный правильный  многоугольникъ. Прове- 
демъ рады ОМ, ОМ, ОР,... перпен- 
дикулярно въ бокамъ даннаго иногоугольника, 
а въ точвахъ М, М, Р, касательныя 
къ окружности: получимъ правильный иного- 
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угольникъ 4В'СР’ЕРЕ потому что въ точкахъ М, № Р 
окружность раздфлена на равныя части (5 311). 

Примъчате 1-е. Стороны построеннаю таким5 обра- 
3з0омз мнолоуюльника параллельны сторонам даннаю: въ самомъ 
ДЪлВ, радусъ ОМ ‘проведенъ перпендикулярно къ АВ, и ка- 
хательная 4’Б’ перпендикулярна къ ОМ; тоже скажемъ и о 
прочихъ бокахъ. 

Примъчаще 2-е. Три точки: двф вершины 4’, А и центръ 
О лежитъ на одной прямой. Въ самомъ дфлЪ, соединивъ 4’ съ 0, 

получимъ два равные треугольника ОМ п 4’О5, потому что 
ипотенуза .’О у нихъ общая, и катеты ОМ= 05; значитъ 
[ МОЛ’ = БОЛ’, т. е. прямая А’О дфлитъ уголь МОБ5 по- 
поламъ, и потому она должна пройти черезъ точку 4, состав- 
ляющую середину дуги 5); и такъ три точки 4’, А и Оле- 
жатъ на олной прямой. Точно также докажется, что лиши В’ВО, 
С’СО ит. д. — вс прямыя. 

Вопросъ. 

$ 318 Около крушч описан правильный мноюуюльникз; 
зпребуется вписать вг крупь правильный мноюуюльникь та- 
00 же числа сторонз. 

Рьшене 1-е. Пусть ММРОЕБ правильный многоугольниЕъ, 

описанный около круга. Соедивимъ каждыя двф сосфдетвенныя 
точки касашя 4, В, С,... получимъ тре- 

Фиг, 199-я, буемый многоугольникъ АВСРЕЕ. 
ДЪйствительно, если соединимъ центръ 

О съточками касамя 4, В, С,..., то по- 
лучинъ ОА 15, ОВ ММ,....; слёд. 
ДАОВ=иМ, [ВОС=ЕМ... (8 19); 
по услов!ю мвогоугольникъ ММРОЙФ пра- 
вильный, лёд. (М=М=....; поэтому 
ДАОВ = ВОС=... и дуг. АВ =дуг. 
ВС=... (8 160). И такъ, окружность въ 
точкахъ А, В, С..., раздфлена на равныя 

части; слфд. многоугольникъ АВСОЕЕ правильный ($ 811). 

Ришенме 2-е. Пусть А’Б’СШЕЕ (фот. 198) описанный 
правильный многоугольникъ. Проведеиь прямыя изъ точки О 

къ вершинамъ многоугольника, и соединимъ сос детвенныя точки 

пересфченя 4, В, С,. этихъ прямыхъ съ окружностью; полу- 
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чимъ правильный вписанный иногоугольникъ АВСОЕЕ. ВЪ ва- 
момъ дфлЪ, центральные углы 4’ОВ’, ВОС..... даннаго много- 
угольника равны между собою (5 312), а равнымъ централь- 
вымъ угламъ соотвфтетвуютъ равныя дуги АВ, ВС, СО,,...; 
и такъ окружность въ точкахъ 4, Б, С .. раздфлена ва. 
равныя части, — слфдовательно многоугольникъ АВСРЕЕ пра- 
вильный (8 310). 

Легко доказать, что бока этихъ многоугольниковъ парал- 
лельны; въ самомъ дфлЪ, 4’О=В'О и АО= ВО, слЪдова- 
тельно 4'0О: 40=В’О ВО; значить хорда АВ треуголь- 
вика 4’ОВ’, раздфляя два бока на Части поопорщюональныя, па- 
раллельна третьему боку 4’Б’. 

ВопРросЪъ. 
Ц - 
$ 319. Вз круь вписанз правильный мноюуюльникв; 

требуется в5 том же пруиь вписать правильный мнолоу- 
1олиникь с5 двойнымз против данналю числом» сторонз. 

Изъ центра даннаго многоугольника провелемъ радтусы пер- 

пенликулярно его бокамъ, и каждую точку дфлемя окружности 

соедивимъ съ концами соотвфтетвующаго бока; получимъ требу- 

емый многоугольникъ. Дфйствительно, каждому бску даннаго мно- 

гоугольника соотвфтетвуютъ два бока новаго многоугольника; сл5- 

довательно число сторонъ послФдвяго вдвое больше противъ числа, 

сторонъ даннаго многоугольника. Дуги, соотвЪтетвующия бокамъ 
новаго многоугольника, равны межлу с0б0ю; потому что централь- 

ные углы даннаго многоугольника равны, а радиусы, перпенди- 

кулярвые къ соотвфтственнымъ имт хордамъ, длять пополамъ 

этй центральные углы; равнымъ же цевтральнымъ угламъ соот- 

вЪтотвуютъ равныя дуги; а уже извфстно (3 310), что отъ в0- 
единения сосфдственныхъ точекъ дфлен1я окружности на равныя 

части получается правильный многоугольникъ. 

Вопросъ. 

$ 320. Около крум описань правильный мноюуюольникз; 
требуется около тою же кума описать правильный мното- 
уольникь с5 двойнымь противь даннало числомз сторона. 

Пусть около круга описаяъ правильный многоугольникъ АВСО; 
точки РК, а, Ни Г означаютъ точки касавй. Раздфлимъ по- 
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поламъ дуги На, СГ, ЕГ и 1Ш; черезъ точки дфлешя а, 6, с 
и 4 проведемъ касательныя до пересфченй съ боками даннаго 

многоугольника; получимъ многоугольникъ, у 
Фиг. 200-я. котораго вдвое болфе сторонъ противъ даннаго, 

потому что въ это число войдутъ отрфзки отъ 
каждаго бока даннаго многоугольника и вновь 
проведенныя касательныя, которыхъ число 
тоже одинаково съ числомъ даннаго много- 
угольника. Въ точкахъ а, НВ, 6, С(.,,... 0к- 
ружность раздфлена на равныя части и черезъ 
точки дфленшя проведены касательныя; слЪд. 

полученный многоугольникъ правильный. 

ВопрРосЪ. 

$ 321. По извъстнымз величинамь радиуса и бока пра- 
вильнаю мноюуюльника, вписанноло в5 круть, вычислить бокъ 
описаннаю правильнаю мноюуюльника такою же числа 
сторонз. 

Пусть бокъ АВ==а, радуеъь АО==и; требуется вычислить 
бокъ .4’В” описаннаго правильнаго многоуголь- 

Фиг. 201-я. ника того же числа сторонъ. Велфдетве па- 
раллельности прямыхъ 4’В’и АВ, треуголь- 
вики 4’В’О’и АВО подобны; поэтому сход- 

ственныя ихъ основашя пропорщональны вы- 
в СОТамъ 

А’В АВ=ОМ ОН: 
^ 

отсюда А’В’ = он ь 

Въ прамоугольномъ треугольникё АОН, по извЪетнымъ ипо- 
тенуз5 х и катету АН= а, получимъ 

ОН=\/„—“ (8 957) ши ОН, 
2ат 

селЪдовательно ДА 

Вопросъ. 

$ 322. По извюстныме величинам радиуса и бока пра- 

вильнало мнолоуюльника, вписаннаю вз прумь, найти бокъ 
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вписаннаю же правильнало иноюуюльника съ двойнымь числомь 
сторонз. 

Пусть АВ = а означаетъь бокъ правильнаго многоугольника, 
радусъ АО =. Проведя перпендикулярь ОМ изъ центра на 

бокъ АВ, получимъь бокъ АМ правильнаго впи- 
Фиг. 202-я.  саннаго многоугольника съ дДвойнымъ числомъ 

С сторонъ. Извфетно (8 268, 2-е), что хорда АМ` 
| есть средняя пропорщональная между д1аме- 
0 троиъ МО и прилежащимь отрфзкомъ МН; 

слфдовательно 
АХ БВ 

АМ’ = М9 Х МН; 
ИН=оОМ — ОН, пзъ прямоугольнаго треугольника АОН, катетъ 

ОН= "= ($ 321) 

слБдовательно МН=х— Е 

поэтому АМ* = 9 (+ —- ЕЕ 

и АМ= \/+ (2 — уча, 

13. Зависимость отъ радтуса боковъ шестиугольника, треугольника, квадрата и 
десятиугольника. — Периметры правильныхъ полигоновъ, одного числа угловъ, 
относятся, какъ апооемы или кавъ рад1усы описанныхъ окружностей, а площади 

этихъ фигуръ, вакъ квадраты названныхъ лин!1. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 323. Бокь правильна шестиуюльника, вписаннию вз 
круть, равенз радзусу этою крущ. 

Положииъ, что АВ означаетъ бокъ правильнаго шестиуголь- 

ника, вписаннаго въ кругф. Центральный уголь АОБВ’ этого 
многоугольника равенъ */.) или °/.О (буквою О 

Фиг. 208-я.  означается прямой уголъ); елфдовательно въ тре- 
Е ` угольник$ АВО сумма угловъ 

ы в А+В=?О — *,О =“; 
а кавъ уголь А= В, потому что въ треуголь- 

АЗ ник АВО сторона АО = ВО, то каждый уголъ 
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А и В, порознь, равенъ также */.Д. И такъ, треугольникъ .4ВО 
равностороннй, и бокъ АВ равенъ рад1усу 40. 

Чтобы вписать въ кругф правильный шестисторонникъ, на- 
добно вписать послфдовательно шесть хордъ АВ, ВС, СГ..., 
равныхъ радусу. 

$ 324. Слёдетв1е. Соединивъ, черезъ одну, вершины впи- 
саннаго шестисторонника, получимъ правильный  треугольникъ 
АСЕ, потому что онъ происходить отъ соединеня сосфдетвен- 

ныхъ точекъ дфленял окружности на три равныя части ($ 310): 
дуга АС=СЕ=ЕА, ибо каждая равна удвоенной дуг$ АВ. 

Чтобы вычислить бокъ правильнаго треугольника, замфтимъ, 
что АО есть даметръ, потому что онъ раздЪляеть окруж- 
ность пополамъ; слФдовательно вписанный уголь АСР будетъ 
прямой; поэтому изъ прямоугольнато треугольника 4С.Л) получимъ 

16° — АБ’ — СБ’. 
назвавъ буквою г радщусъ круга, получимъ 

Ар=2т, С,;=и; 

сл$д. Аб=\ 4—7, 

отсюда Аб=.\З 

Послфднее равенство показываетъ, что бокз правильнало 
треуюльника, вписаннало в5 круть, фавень радиусу этою 

крума, умноженнолму на уз. Притомъ, отношене этихъ вели- 

чинъ, т. е. АС: = \/З3 сеть чиело несоизибримое. 

* Примъчате. Впишемъ въ кругв правильный шестиуголь- 
никъ; на основани 5 319, получимъ послёдовательно правильные 

многоугольниЕи о 12, 24, 48,... сторовахъ. Числа 3, 6, 12, 
7-24,... получатся изъ формулы 2"3, когда показатель 7 сд$- 
лаемъ послфдовательно равныхъ 0, |, 2, 3,...; Поэтому, по- 
мощ1ю циркуля и линейки, или помощю описамя окружностей 
и проведеня прямыхъ линй, можно вписать въ данномъ кругЪ 
правильные многоугольники, которыхъ число боковъ равно 2” 3; 
на такое же число равныхъ частей можно раздфлить окружность. 

Правильные многоугольники о 3, 6, 12, 24,... сторонахъ 
мотутъ быть описаны около даннаго круга ($ 320). 



Помошию формулъ, выведенныхь въ 68 321] и 3229, можно 
получить бока вышеупомянутыхьъ многоугольниковъ въ зависимости 
отъ радлуса. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

& 325. Отношенме бока квадрата, вписаннаю вь круть, 
*5 радусу этоло круза, равно квадратному корню изз числа 3. 

фиг. 904-я. Чтобы вписать квахратъ въ кругф, проведемъ 

С два ламетра, взаимно перпендикулярные, АВ и 
о СО: такимъ образомъ окружность раздфлитея на 

четыре равныя части, слЬдовательно, соединивъ А В 
__ сосфдетвевныя точки дфлемя, получимъ Бва- 

драть АСВО. 

Чтобы опредфлить отношевне бока АД этого квадрата къ 

радлусу АО =, возьмемъ квадратъ ппотенузы 4 АЛ изъ прямо- 

р треугольника 40); получимъ Ар’ =АО-+ О’, паи 

АД’ =29?; отсюда 

слфдовательно0 4) = ху8, т. е. бокз квадрата вписаннаю 

в круць, равенз радбусу, этою круш, умноженному на \3. 
Притомъ отношене этихъ величинъ есть число несоизмфримое. 

* Примпчане. Вписавъ въ кругЬ квадратъ и удваивая 
число сторонъ, послфдовательно нолучимъ вписанные въ круг$ и 
описанные около него правильные многоугольники о 8, 16, 32... 
сторонахъ; числа эти получателя изъ а 2”, когда т по- 

ложимъ послфдовательно равнымъ >, 3, 4,..; на столько же 
равныхъ частей можно раздфлить окружность. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 326. Бокз правильнелю десятиуюльника, вписаннало вз 
хрумь, равень большей части радуса, раздъленнаю в5 краи- 
немз и среднемз отношенли. 

Пусть АВ означаетъ бокъ десятиугольника, вписаннаго въ 
круг$. Центральный уголъ этого многоугольника равенъ */, или 



°!, прямаго ($ 316). Въ треугольник АВО сумма угловъ 
А-+-В=? — °/, или %/, прямаго; слфдовательно, 

ДА=иАВ=\/, прамато. 

Раздфливъ уголь ВАО пополамъ, получииъ САО-==САВ =*/, 
пр.; а въ треугольник$ АСО внфшнй уголь АСВ = */, + */, =“/, 

(8 38). Поэтому въ треугольникё АСО бокъ 
Фит. 205-я. (70 = АС, а въ треугольник$ АВС бокъ АС = АВ, 

слЪдовательно СО = АВ. 
о Теперь докажемъ, что радуеъ ВО раздфлевъ 

ВЪ 10чкф С вЪ крайнемъ и среднемъ отношеняхъ, 
и что больший отрфзокъ равенъ СО. Именно, прямая 
АС, дфлащая пополаиъ уголь А, раздфляетъ про- 
тиволежащ!й бокъ на части,  пропорщональныя 

остальнымъ двумъ бокамъ; поэтому ВС: СО= АВ: 40, пли 
БС: СО= СО: ВО, потому что СО=АВ пи АО= ВО. 

Назвавъ буквою х бокъ правильнаго десятиугольника вписан- 
наго, буквою т ращусъ, получииь г: х=х: (г — 2) отсюда 

с 

1: 

: | ИТ = 
= их, Рид -т, = ууу чт, а=з(-1-\5). 

По смыслу вопроса х должно быть положительное, поэтому 

&=(—1 +\5). 

* Примъчанме 1. Соединивъ черезъ одну вершины правиль- 
наго десятиугольника, вписяннаго въ кругф, получимъ правиль- 
ный пятиугольникъ, слфд. въ кругЬ можно вписать и описать 
около него правильные многоугольники о 5, 10, 20, 40 ит. д.... 
‹торонахъ, вообще о 2:5 сторонахъ; на столько же равныхъ частей 
можно раздфлить окружность. 

* Примъчаме 2. Помошю циркуля и линейки можно 
вписать в5 круиь правильный пятнадцатиулольникз. 

Въ самошъ дфлЪ, вычтя изъ дуги, равной '/› окружности, 
дугу раввую ‘'/» окружности, получииъ дугу, равную ‘/15 окруж- 
ности; такимъ образомъ окружность раздЪлится на 15-ть равныхъ 
частей; а хорлы, соотвфтствующя этимъ дугамъ, составятъ пра- 
ВИЛЬНЫЙ ВПИСАнный иногоугольникъ о 15-ти сторонахъ. Удваивая 
послфдовательно число сторонъ этого многоугольника, получимъ 
правильные вписанвые многоугольники о 2:15, когда положимъ 

{—=0, |. 2, 3.....) на это же число равныхъ частей можно 

раздфлить окружность. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 327. Периметры правильныхе мнолоуюльниковз, одина- 
ковало числа уловз, пропорилональны аптовемамз и радусамь, 
окружностей описанныхь около этилз мноюуюльников5; а 
площади этихъ мноюуюльниковь квадратамь тълё же лини. 

Пусть А.В означаетъ сторону правильнаго иногоугольвика, 
котораго центръ О, раззуеъь круга описаннаго — АО, а рад1усъ 

круга вписаннаго, или апоеема — ОН, 
Фиг, 206-я. полагая, что ОН перпендикулярна къ 

АХ Ив АВ. ТЪ же значеня имфютъ а6, 0а 

хх а $ и ой въ другомъ правильномъ много- 
угоугольник$; положимъ также, что 

число угловъ одинаковое въ этихъ пра- 

ВИЛЬНЫХЪ МНОГОУГОЛЬНиКахъ. 

1) Намъ уже извфетно (8 313), что таюе многоугольники 
подобны; слфдовательно, периметры ихъ Р и р пропорщональны 
сходственнымъ сторонамъ АБ и аб, т. е. 

Р: р= АБ: аб. 

Треугольники 4ВО и або подобпы между собой, ибо 40=ВО, 
а0=о; сл$д. ЛО: ао=ВО : $0, и углы между этими боками равны, 

Г АОВ = аоб ($ 316); слфдов. сходственныя основаня АВ и 
аф пропорщональны высотамъ; поэтому 

АВ: а = НО: 0 = АО : ао; 

елЪд. Р: р = АО: ао = НО :4о. 

2) Назвавъ площади эихъ многоугольниковъ буквами Фи д 
й припомнивъ, что площади подобныхъ многоугольниковъ про- 

порцональны квадратамъ сходственныхъ сторонъ, получимъ 

0:4= АВ: 46; 

Но АВ: аб = АО: ао = НО: #0; 

слЪд. АВ’: 40 = АО’: ао. = НО’: №0. 

поэтому 0:4=А0': ао’ = НО’: №. 
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14. Постоявныя и перемБнныя величины. — Безконечно-малыя величины. — 
Предфль перем$вной. — Общай признакъ пропорц1ональвости величинъ. 

$ 328. Постоянною величиною называется такая вели- 
чина, которая въ продолжен доказательства какого либо пред-. 
ложенмя или рфшеня вопроса сохраняетъ одно и тоже значене. 
Напротивъ, перемънною величиною называется такая величина, 

которая при тфхЪ же обстоятельствахъ измфняется. Наприм%ръ, 
перпендикуляръ, опущенный изъ данной точки на данную пря- 
мую, есть постоянная величина, & наклонныя, проведенныя изъ 

той же точки на эту прямую, будутъ перемфнныя величины.. 
Для даннаго круга радлуеъ и дламетръ суть постоянныя вели- 
чины; хорды, перпендикуляры, проведенные на хорды изъ центра, 

периметры многоугольнивовъ, вписанныхЪ и описанныхЪъ, Суть. 

перем нныя величины. 

Замфтимъ еще, что бываютъ таюя  постоянныя величины,. 
которыя не измф$няются во всфхъ вопросахъ и предложеняхъ; 
напримЪръ: прямой уголъ, сумма смежныхъ угловъ, сумма угловъ. 
треугольника и др. 

$ 329. Безконечно-малою величиною называется такая пе-. 
ремфнная величина, которая, уменьшаяеь, можеть быть сдфлана. 

меньше всякой данной величины, какъ бы мала ни была эта. 
поелфдняя. Здфеь надо обратить вниман1е на то, что безконечно- 
малая величина есть перемфнное количество; поэтому какое бы. 
малое число мы ви вообразили, наприм$ръ, одну милл1оввую. 
дюйма, оно не будетъ безконечно-малое, а будетъ весьма малая. 
дробь и — величина постоянная. Безконечно-малая величина, 
поэтому, можеть быть означена только буквою, а не цифрами. 

Примтуз 1. Возьмемъ перодическую дробь 0, 9999.... 

Извфстно, что эта дробь равна °/, или 1-цф. Увеличивая. 
число цифръ въ этой дроби, получимъ 0,9; 0,99; 0,999 и 
т. д.) а разности хежлу ними и 1-цею будутЪ Ло, Улоо» Млооо. 
и т. д.; понятно, что можно взять такое большое число разъ 
цифру 9 въ дроби, что разность между 1-цею и дробью бу- 
детъ меньше всякаго даннаго количества; поэтому разность. 
между 1-цею и дробью 0,999...., при произвольномъ увеличени 
числа цифры 9, есть безконечно-малал величина. 

] 

Примърз ЦП. Возьмемъ дробъ р И положимъ, что х по- 
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] 
степенно увеличивается; слфд. дробь р будетъ перемфнное умень- 

тающееся, если докажемъ, что г можно сдфлать меньше вся- 

каго даннаго количества а, то, на основаши опредфленя, за- 

КЛЮЧИМЪ, ЧТо г есть безконечно-малая величина, при произ- 

вольномъ увеличивани числа т. Тавъ какъ х перемфнное, то 
посмотримъ, можно ли найти для него таюмя величины, при 
которыхъ 

ое я ба 

гдф а данное произвольно малое количество; изъ этого нера- 

венства получимъ 

Такъ кавъ я веть нфкоторое опредфленное, постоянное, ко- 

Личество, то всякая величина, взятая для т, большая коли- 

1 
чества =, удовлетворить неравенству (2), а сл$доват. и нера- 

венству (1). 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 330. Сумма 0двухз безконечно-малыхь величинь есть 
безконечно-малая величина. 

Пусть а и В означаютъ, каждая, безконечно-малую вели- 
чину; докажемъ, что сумму а-- В можно сдфлать меньше вся- 
каго даннаго количества 6. 

Велфдствье опредфлемя безконечно-малой величины, каждое 

изъ данныхь слагаемыхъ можно сдфлать меньше 10; поэтому 

имфемъ 

6 0 
а < э Во: 

сложивъ эти неравенства, получимъ 

а+8<8. 



а: 

Примъчане. Сумна а -В--тТ, въ которой а, В, т суть 
безконечно-малыя величины, есть также безконечно-малал ве- 
личина. Дфйствительно, принявъ сумму а --В за одно коли- 
чество, найдемъ, что сумма двухъ количествь (а +В) ит— 
безконечно-малал величина. 

То же заключеше относится къ сумм четырехъ, пяти и 
т. д. безконечно-малыхъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 331. Разность двух безконечно-малыхь величинь есть 
безконечно-малая величина. 

Пусть « и В означаютъ безконечно-малыя величины. По- 
этому « можно сдфлать меньше всяЕой данной величины; а какъ 
а — В меньше а, то и подавно и — В можно сдфлать меньше 
всякой данной величины. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 382. Произведене безконечно-малой величины на по- 
стоянное количество есть безконечно-малая величина. 

Пусть т означаетъ постоянное количество, х — безковечно- 
малая величина; докажехъ, что ипроизведене их можно сдЪ- 

лать меньше вслкой данной, величины 6. Такъ какъ о 0езко- 

нечно-малая величина, то, на основами опредфленя, имЪемъ 
© 

6 
< п; & отеюда 1х < 5. 

Поэтому та есть безконечно-малая величина. 

Примъчане. Если ьъ произведеши 4х, множитель а 6ез- 
конечно-малое, а множитель „4 переифиное, по уменьшающееся 
количество, то произведене Аа булетъ безконечно-малое. ‘Такъ 
какъ А уменьшается, то оно меньше нфкотораго постояннаго 
количества Б; слфд. Аа< Ба; но произведете Ва, постоян- 
наго на безкопечно-малое, есть безконечно-малое, слфд. и по- 
давно Аа есть безконечно-малое. Если бъ множитель А въ про- 
изведени Ах быль перемфнное увеличивающееся, но не до 
безконечности, а до нЪфкотораго постояннаго количества С, то 
и тогда произведене Ах будетъ безконечно-малое, ибо 4“< Са. 
Пер!одическая деслтичная дробь 0,9999.... можеть служить 

12 
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примфромъ перемфиной величины, увеличивающейся съ увеличе- 
емъ числа цифръ 9, но всегда меньшей постоянной °/›, или ]-цы. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

6 333. Если каждая из» двуль разностей, порознь, 
есть безконечно-малое количество, то и произведеще умень- 
шаемыль безь произведемя вычитаемыхь есть безконечно- 
малое количество. 

Путь А а=а В —6=В, тд а и В— безконечно- 
малыя; надо доказать, что АВ — аб есть безконечно-малое 
количество. 

Вельдетве условя, имфемъ 

ао иода АВ вы -ад ай 
Каждое слагаемое ба, аВ и «В есть безконечно-малое ($ 332); 

слфд. и сумма ($ 330), а вмфет5 съ тфиъ и АВ — аб, есть 
безконечно-малое количество. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 384. Частное отз дъленя безконечно-малой величины 
на постоянное количество есть безконечно-малая величина. 

Пусть а означаетъ безконечно-малое количество, ат посто- 
яниое количество. Докажемъ, что «:7 можно сдфлать меньше 
всякаго даннато количества 8. 

Вслфдетые опредфленя безконечно-малой величины, имфемъ 

^ Ч ^ 
д < т5, & отсюда. < 5. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 335. Если вё равенствъ 

АЗа= ВВ, 
А и В постоянныя количества, х и В безконечно-малыя ве- 
личины, то постоянныя А и В равны между собою. 

Допустимъ, что 4 не равно В; пуль 4>Ви А— В=т, 
тд% разность 2 должна быть постоянное количество, ибо 4 и В 

постоянных. Перенесемемъ членовъ въ данномъ равенств$ изъ од- 

ной части въ другую, получимъ 4 — В=В — я; поэтому т=В — а; 



и 

отсюда В=т-а. И такъ, количество В. составляетъ суму по- 
стояннато т и безконечно-малаго м; слёд. В не можеть быть 
сдфлано меньше количества 7%; значить В не безконечнозиалое, 
ибо свойство безконечно-малаго состоитъ въ томъ, что оно м0- 
жетъ быть сдфлано меньше всякаго даннаго; — такое заключене 
противно условю, по которому В есть безконечно-малое; значитъ, 
нельзя допустить, что 4 не равно В; поэтому А = В. 

Замфтимъ, что въ равенствё А + «= В-- В безконечно-ма- 
лыя количества а и В могутъ быть положительныя или отри- 
цательныя. 

Примъчате 1. Разсмотримъ количество 

А-а, 

гд$ А — постоянное, и — безконечно-малое. 
По опредфленю безконечно-малой величины ($ 329), а есть 

величина перемфнная и уменьшающаяся; поэтому 4 -- а есть также 
величина: перемфнная и уменьшающаяся; количество же А съ 
измфнен!емъ а остается постояннымъ. Перемфнное А хи шо- 
стоянное 4 находятся въ такой зависимости, что разность а между 
ними можеть быть сдфлана меньше всякого даннаго количества; 
слфд. перемфнное 4 -- а, уменьшаясь, постепенно приближается 
къ постоянной А, но никогда его не достигнетъ, потому что а 
никогда не обратится въ нуль ($ 329). Въ этомъ смысл по- 
стоянное „4 называется яредъломз перем$нной А-а. Еслибъ 
виЪсто А-а, разематривали 4 — а, то нашли бы, что пе- 
ремфнное А — а приближалось бы къ постоянному 4, увеличи- 

ваясь; такъ что постоянное „4 было бы предфломЪ перем$н- 
наго 4 — а. 

И такз, предъломз перемънной называется постоянное 
количество, кз которому перемтнное, увеличиваясь или уменъ- 

шаясь, приближается по величинь такз, что разность между 

перемъннымь и постояннымз можетз быть сдълана меньше 
всякаю даннало количества. 

Напримфръ, 1-ца есть предфлъ перодической дроби 0,(9). 

Въ самомъ дфлЬ, съ увеличенемъ чиела цифръ въ этой дроби, 

она будетъ увеличиватьея, между тБыЪ 1-ца остается постоянною; 

разности между 1-цею и дробямя 0,9; 0,99; 0,999;... булутъ 

послфдовательно равны 0,1, 0,01, 0,001,..., слБд. он умень- 

шаются и мотутъь быть сдфланы мешьше всакаго даннаго коли- 

чества; поэтому 1-ца есть предфль дроби 0,9999... 
12* 
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Примтчанче П. На основами опредфленя предфла, пред- 
ложене изложенное въ 8 335 можно такъ выразить: 

Предълы двутз равнылз перемънныть величин равны между 
собою: 

Дуйствительно, изъ равенства, 

А- «= В ея В, 

тгд$ А и ВБ постоянныя, х и З — безконечно-малыя количества, 
мы заключили, что А = В; но А есть предфль А-а, В есть 
предфль ВВ. 

Примъчаме Ш. Если отношенае перемльнныхь равно по- 
стоянной величинь, то и отношене предъловь этижь пере- 
мънныл5 равно той же постоянной величинъ. 

Положимъ, что 
А-а 

ВВ 
тд$ т— постоянное количество, А и В суть предфлы перем нныхъ 

А 
А-+« и Б--В. Надо доказать, что в =”. 

Изъ даннаго равенства имфемъ 

А+ а=Вт-+ тв. 

Такъ какъ 73 есть безконечно-малое ($ 332), Вт — по- 
стоянное, то на основани предложеня $ 335 или на основанш 
предъидущато Г]-го примфчан1я, получимъ 

А=Вт, 
А 
в =". 

Очевидно, что предложене предъидущаго примфчамя (П) 
есть частный случай, изложеннато сейчасъ предложеня, когда 
т = 1. Помошию свойствъ безконечно-малыхъ количествъ дока- 

жемъ весьма простой призвакъ пропоршональности величинъ; онъ 
выражается слфдующимъ предложентемъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 336. Если двъ велииины находятся в5 такой зави- 
симости, что, во 1-5, с5 увеличещемь или уменииентем5 одной 
из5 Нил, рупия также Увеличивается или НЕ %, 
во 2-15, 65 увеличенемь цли уменошенемз одной вё 2, 3, 4 
и т. 9. раза, дрлая также увеличивается или уменьшается 
во столько же разь, то эти величины ‘пропориональны. 
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Пусть А и 4’ означаютъ двф величины, однородиыя или 

разнородныя, которыя удовлетворяютъ усломямъ предложения, 
имеяно: съ увеличенемъ или уменьшенемъ величины А въ 2, 3, 4... 
раза, увеличивается или уменьшается во столько же разъ и ве- 
личина 4”. Означимъ буквами а и 6 камя нибудь двф вели- 
чины, принадлежащл 4, а буквами а’ и В’ соотвЪтетвующия имъ 
величины и принадлежания роду величинъ .’. Наприифръ, если 
подъ 4 будемъ подразумфвать углы, а подъ „4’ дуги, отвфча- 

ющ!я этимъ угламъ, описанныя изъ ихъ вершинъ произволь- 
ными, но равными радлусами, то подъ а и 6 должно разум$ть 
как1е нибудь два угла, а подъ @ пФ’ двЪ дуги, соотвфтетву- 

ющ1я этимъ угламъ и описанныя изъ вершинъ равными радтусами. 
Для ясности напишемъ величины одного рода 4 въ верти- 

кальномъ столбдф, а противъ нихъ соотвфтственныя имъ вели- 
чины рода 4’: 

А А’, 
величин а соотвфтетвуетъь а’ 

ы (, ь Ь. 

Надобно доказать, что а 6=а Ц (8 221). 
Для доказательства предложения, надо найти отношене @ къ 6, 

потомъ найти отношенте а къ 6’, и если окажется, что найден- 

ныя отношения равны между собою, то предложете доказано. 
Намъ извфетно, что отношеше двухъ величинъ отыскивается 

точно, — когда величины соизмфримы, или находится только по 
приближеню,— когда эти величины песоизмфримы; поэтому при 

доказательствЪ предложеня будемъ различать два случая. 
1) Положимъ, что @ и В соизмюримы, и общая ихъ мфра 

д содержится р разъ въаи @ разъ въ 6; сд. а=]у, 

р — 0х; отсюда 

Чтобы найти отношен!е величинъ а’и 6’ замфтимЪъ, что отъ 
уменьшеня а въ р разъ, абв въ 4 разъ, велфдетые втораго 
условя предложетя, соотвфтственныя имъ величины а’и Ф’умень- 
шатся: первая въ у, а вторая въ 4 разъ, такъ что 

’ 

а а 
величин --, или х будетъ соотвфтствовать —, 

|, ( 
я 9 ИЛИ НИ я р.) а 

4 94 
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И такъ, одной и той же величинЪ х рода А соотвфтетвуютъ 
двф величины @:рифб’:4 рода 4’ эти дв величины необ- 
ходимо равны между собою. Въ самомъ дфлЪ, еслибъ одна была 
„больше другой, то вышло бы, что съ увеличешемъ величинъ 
фода 4’ остались бы безъ перемфны величины рода 4, — что 
противно первому условю предложен1я; значить 

а г 

—=— . отсюда а (2). 
4’ Ч 

а а 
Изъ (1) и (2) равенствъ Получинь -— =. 

2) Пусть количества а иб несоизи$римы. Найдемъ отяошене 
1 

а Фоеъ точностью до -—, гдф и означаетъ какое угодно цфлое число. 
п 

Примфняясь къ $ 218, раздфлимъ 6 на я равныхъ частей 
| 

И положимъ, что — содержится т разъ въ а, но не содержится 
п 

въ немъ (т 1) разъ; слБд. полагаемъ 

|, ( 
а> —‘'тпиа<—-.(т- 1) 

п Й 

| | 
„ИЛИ : п (т-1).... (1). 

Мы положили вначаль этого параграфа, 

что величинф а рода А соотв®тетвуетъь а рода М’ 
и что =: Ь ‚„ А г ‚ Д. 

'Велфдетме втораго условя предложения, по которому съ увели- 
чентеиъ или уменьшетемъ одной величины въ 2, 3, 4 ит. Д. 
раза, другая также увеличивается или уменьшается во стольво 
хе разъ, получимъ 

величинъ Я рода А соотвфтетвЕеТь —- роща А”, 
п 

» : ‚ ПТ » А я - . т ” Н,, 
п п 

р аа 2 
” ® (т + 1) ® А ” п (т-- р * 

Возьмеиъ найденныя выше неравенства, выражающия зави- 
симость между количествами рода 4, 
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| |, 
т «а ее (т-1).... (1); 

соотвфтетвующя имъ количества рода 4’ доставятъ неравенства 

| | 
—т<а<— ти... (2) 
п 7” 

на основанш перваго условя предложеня, по которому съ уве- 
личенемъ или уменьшенемъ одной величины, другая тоже уве- 
личивается или уменьшается; дЪйствительно, . равенство (1) по- 
казываетъ, что при измфнени величинъ рода 4, при переход® 

р 
ИХЪ ОТЪ Ца ЕЪ я. т произошло уменьшене, поэтому и при из- 

изн!и величинъ рода 4’, при переходф соотвфтетвующихь ве- 
| 

личинъ отъ а’ къ Ш ДОЛЖНО произойти также уменьшене, 
’ 

т. е. —т <а. 
(2 

Изъ неравенствъ (1) имЗемъ 

т а т - 1 
Е ные 
п Ь п 

т а’ т-- 1 г ет Е, а изъ (2) - а 

т ое" а’ т т-1 
акъ какъ — И —, заключаются между — ко- ь Ь д г). 

| 1 
торыхъ разность равна >) то 

а 
т “ 

Ь п т 3 м (3), 
+В 

р п ) 

1 ] 
гдф а = ив =; очевидно, что аи 8 можно принять за 

Г 

безконечно-малыя, потому что и, по условю, можно взять больше 
веякаго даннаго количества. 
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Изъ равенствъ (3) имфемъ 

т а 
ни. ® ги [© 

п ЬБ ; 
т а’ р 

по р № 

отсюда. 
а а’ 

| | В; 

а а 
въ этомь равенств® 7 и -. суть постоянныя количества, хи В 

безконечно-малыя; слд. на основанш & 335, 

а а 

| ИИ 

Примъчане. Недостаточно одного условя, что съ увеличе- 
вменъ или уменьшенемъ одной величины увеличивается или умень- 
шаетсл соотвфтствующая ей другая величина, чтобы сдфлать за- 

ключене о пропорщональности такихъ вели- 
Фиг. 207-я. чинъ. Наприи%ръ, нельзя сказать, что хорды 

пропорщональны соотвфтственнымъ дугамъ, хотя 
съ увеличешемъ или уменьшенемъ дуги увеличи- 
вается или уменьшается и соотвфтственная хорда. 
Въ самомъ дфлЪ, возьмемъ дугу АВ, ей соотв%т- 

ствуетъ хорда.4.Б; удвоимъ дугу -4.В, отложивъ дуг. 
ВС = дуг$ АВ; новой дуг$ АВС соотвфтетвуетъ 

хорда АС, которая не будетъ вдвов больше хорды 4В; потому что 
хор. АС < хор. АВ {+ хор. ВС, или хор. АС<а хор. АВ; 

слЪфдоват. отношене хордъ Яв<^ тогда какъ отношене дугъ 

АВС и АВ равно 2. ' 

$ 337. Примпмане. Посмотринъ, какъ примфияется сейчасъ 
доказанное предложене къ извЪетнымь намъ предложенямъ о 
пропорщональности центральныхь угловъ, отрзковъ двухъ пря- 
мыхъ, заключающихея между тремя параллельными линями, и 
площадей прямоугольниковъ, имфющихь равныя основавя. 

]) Пусть давъ уголь ВАС, ему соотвфтетвуеть дуга ВС. 
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а) Съ увеличенемъ дуги увеличивается и соотвЪтетвующй ей 
уголь (8 161). 

Фит. 208-л. 6) Евли дугу ВС увеличимъ на- 
1. прим$ръ въ 3 раза, отложивъ. 

Е » С2=рЕ=ВО, то уголь ВАР, 
\с соотвфтетвующй тройной дугё ВР, 

= также увеличится въ 3 раза ($ 160); 
В отсюда на основани предложения 8 336, А 

заключаемъ о пропорщональности цен- 
тральныхъ угловъ соотвфтетвеннымъ дугамъ. 

2) ДвЪ прямыя АВ и АВ’ разефчемъ двумя параллель- 
ными СС’ и ОО’; отрфзку СО первой ливни соотвфтствуетъ С”О” 

отр$зоЕъ второй лини. 
Фиг. 209-я. а) Очевидно, что съ увеличе- 

А А’ шемъ СД увеличивается С”ТУ. 
+) Увеличимъ, напримфръ, въ 

3 раза отрфзокъ СД, отложивъ 
рР= РН =<СФ, получимъ СН; че- 
резъ точки Ри Н проведемъ па- 
раллельныя цъ СС’,  получимъ 
РЕ =РН = СТ (8 232); сл5д. 
СН’ тоже увеличится въ 3 раза. 
И такъ, оба условя пропорщональ- 

ности выполнены, слёд. и проч. 

3) Возьмемъ прямоугольникъ АВС. зъ коториъ АВ — 
основан!е, а 4] — высота. 

Фиг. 210-я. а) Очевидно, что съ увеличенемтъ. 
высоты 4) увеличивается площадь 
прямоугольника АВС). 

р) Увеличимъ высоту, напримв8ръ 
ВЪ 3 раза, отложивъ ДЕ = Е = АЛ; 
получииъ 4; проведя параллельныя 
черезъ точки Е и С къ прамой АВ, 
получимъ два прямоугольника ОЛ и 

ЕН, равные прямоугольнику 4ВСЛ ($ 131); сл$д. площадь прямо- 
угольника АН въ 3 раза больше площади пряноугольника 
АВС. И такъ, выполнены оба усломя пропорщональности, 
слЪд. и проч. 

5 338. ДвЪ.величины называются обратно пропоршональ- 
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‘ными, если отношене ‘кавихъ ‘нибудь количебтвь одной вели- 
чины равно обратному отношеню соотвфтетвующихь количествъ 
‘другой величины. 

Примфнясь къ разсуждемямъ, изложеннымъ въ 6 336, у6$- 
димся въ слфдующемъ признак обратно пропорцюональныхь ве- 
ЛИЧИНЪ: 

Если двф величины находятся въ такой зависимости, что во 
1-хъ, съ увеличентем5 или уменьшенемъ одной изъ нихъ, дру- 
тая, на оборотъ, уменьшается ‘или увеличивается, и, во 2-хЪ, 
<Ъ увеличенемь или уменьшенемъ одной въ 2, 3, 4 ит. д. 
‘раза, другая, ва оборотъ, уменыиается или увеличивается во 
только же разъ, то эти величины обратно пропорилональны. 

15. Изъ двухъ лив И выпуклыхъ или восвутыхъ въ одну сторону обнимающая 
длинее обнимаемой.—Окружность больше периметра многоугольника вцисаннаго 
и меньше периметра многоугольника описаннаго.— Можно вписать въ круг$ ира- 
вильный многоугольникь, когораго бокъ меньше всякой данной лив!и.— Можно въ 
‘вругВ вписать и около него описать правильный многоугольникъ, котораго пери- 
метръ и площадь будеть разниться отъ окружности и площади круга на коли- 

чество меньше всякой данной величины. 

$ 339. Выпуклою пли вбнутою лишею называется такая 
лин!я, которую прямыя линш, проводимыя въ произвольныхъ на- 
правленяхъ, пересфкаютъ не боле какъ въ двухъ точкахъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 340. Если между двумя ‘точками проведены двъ вы- 
Фуклыя ломанныя лини по одну сторону прямой, соединяю- 
щей эти точки, то обземлющая больше объемлемой. 

Пусть между точками А и В проведены дв ломанныя 
АСВ и АЕСВ; надо ‚доказать, что лом. АСОВ_> лон. 

| АЕГСВ. Продолжииъ АЕ и ЕС до 

За 2115 пересфчения объемлющей въ точкахъ М 
‹ мы № иМ. Прамая есть кратчайшее разетояше 

. г между двумя точками; поэтому 
„2 | АС СМ > АЕ-ЕМ, 
А-а В ЕМ + ММ > ЕС + @М, 

@№М-+ №) + ОБ> ВО. 



Е 

Сложихъ эти неравенства по частямъ, при чемъ замфнимъ 
СМ- ММ + МО ва СШ и отнимемъ отъ обфихъ частей по- 
ровну РМ - ЯМ; получииъ 4С+ Ср+-ОВ>АЕ-+ЕСЧ ВС. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 341. Если между двумя точками проведены деть вы- 
пуклыя лини по одну сторону прямой, соединяющей эти 
точки, то обземлющая больше объемлемоц. 

Докажемъ, вообще, что всф объемлющия болфе своей объ- 
емлемой; для этого предиоложимь, что имфемъ рядъ лиюй, обни- 

мающихь выпуклую линю АСВ. Эти объемлющйя, удаляясь отъ 
АСВ, могутъ послфдовательно, 1) увеличиваться, или 2) посл%- 
довательно уменьшаться, или же паконець 3) измфняться пер1о- 

дически, т. е. то послфдовательно увеличиваться, 
то уменьшаться, то вновь увеличиваться, и Т. д. 

р Въ 1-мъ изъ названныхъ случаевъ продолжене 
= доказано. Покажемъ, что остальные два случая 

не могутъ имЪть мЪета. 

Фиг. 212-я. 

Разсмотрииъ 2-й случай. Положнмъ, что объемлюция. уда- 
Лялсь отъ АСВ, послфдовательно уменьшалютсл. Спрашивается, 
‘можеть ли это уменьшене продолжаться безпредЪльно? т. е. мо- 
жетъ ли одна изъ объемлющихъ лиюй обрататься въ точку? 
Очевидно” ифтъ. СлЪдорательно, объемлюния ланш, удаляясь отъ 

АСВ и послЪдовательно уменьшаясь, достигнуть до нфкоторой 

наименьшей объемлюшей. Положимъ, что эта наименьшая есть 
АТВ; и такъ, мы полагаемъ, что всякая выпуклая лия, нахо- 

дящаяся между АСВ и АПВ, будетъь боле лини АДВ. Не- 

вфрность такого заключеня обнаруживается слфдующимъ построе- 
немъ: Проведемъ прямую РС’ между лишями АСВ и АВ 
такъ, чтобы она не пересфкла линю АСВ; тогда получимъ вы- 
шуЕлую ланю АРСВ, заключающуюся между АСВ и АБВ, 
хоторая будеть менфе АДВ; потому что эти лини имфютъ обния 
части АГи ВС, а прямая ЕС меньше линш ЕОС (8 16). 
Противор$ч1е это произошло вел$детме „нашего предположения, 
что объемлющя линш, удаляясь отъ АСВ, послЪдовательно 
уменьшаются, а сл»довательно это предположене несправедливо. 
И такъ, 2-й случай не имфетъ м$ета. 

Разсмотрииъ 3-й случай. Положииъ, что объемлющия, уда- 
ляясь отъ АСВ, увеличиваются ий, дойдя до извЪетнато предфла 
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увеличен1я, начинаютъ уменьшаться. Тогда, приложивъ къ этому 
случаю разсужденя предъидущаго случая, найдемъ, что и этотъ 
случай не можеть имфть м$ста. 

И такъ, объемлющия, тдаляясь отъ АСВ, пе могутъ по- 
слВдовательно уменьшаться, пе могутъ измфияться пертодически; 
слфд. онф должны послдовательно увеличиваться; а елЪд. пред- 

ложене доказано вообще, т. е., что- вообще изъ двухъ вы- 
пуклыхъ, проведенныхь между однфми п тфми же точками и по 
одну сторону прямой, соединяющей эти точки, объемлющая болфе 
объемлемой, будуть ли эти лини ломанныя, кривыя или см%- 
шанныя, такъ какъ при доказательстве мы не сдфлали ника- 
кого условя относительно вида этихъ выпуклыхъ лин *). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 342. Окружность больше периметра мноюуюльника 
вписаннаю и меньше периметра мнолоуюльника описаннало; 
притомь впиганные периметры Г: удвоенемь числа 60ковъ 
увеличиваются, а описанные периметры уменмиаются. 

1) Пусть АВС означаеть многоугольникъ, 
т вписанный вЪ круг; а С7Н описанный мно- 

гоугольникЪ. Каждый изъ боковъ вписан- 

наго многоугольника меньше соотвфтетвую- 
щей ему дуги, слфдовательно 

АБ < дуги АЕВ, 
ВС < луги ВЕС. 
АС < дуги АПС. 

СложивтЪ эти неравевства, найдемъ, что периметръ вписаннаго 
многоугольника меньше окружности. 

Дуга окружности есть; выпуклая лия, потому что прямая 
лин1я пересфкаетъ окружность ие болфе какъ въ двухЪъ точкахъ; 
поэтому, на основаши предъидущаго предложения, 

дуга ДАР< лом. ОС Е, 
дуга ГВЕ< лом. ЕТЕ, 

луга ЕСО лох. ЕНШ. 

Фиг. 215-л. 

*) Доказательство это принадлежитъ зпамепитому нашему Агадемику М. В. 
Остроградскому. 
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Сложивъ эти неравенства, найдемъ, что окружность меньше 
периметра описаннаго многоугольника (НГ. 

2) Докажемъ, что съ удвоемемъ числа сторонъ перимегры 
вписанныхь многоугольниковъ увеличиваются, а описанных — 
уменьшаются. По данному многоугольнику АВС впишемъ много- 
угольникъ АДСЕВЕ съ удвоеннымъ числомъ боковъ, и опи- 
шемъ ему подобный АГ. МРО. 

Каждый бокъ многоугольника АВС меньше суммы соотвфт- 

ствующихь ему двухъ боковъ многоугольника АДСЕБЕ; сл$- 
довательно периметръ первато многоугольника меньше периметра 
втораго многоугольника, т. е. периметры внисанныхь иногоуголь- 
никовъ увеличиваются съ удвоетемъ числа боковъ. 

Бока КГ, ММ и РО описаннаго многоугольника меньше 
соотв тетвенныхь имъ ломанныхъ ЮНГ, М1М№и РОО; осталь- 
ные же бока перваго многоугольника составляютъ остальныя 
части периметра многоугольника НОГ; слфдовательно первый 
периметръ меньше втораго т. е. съ увеличетемъ числа боковъ 
описанныхь многоугольниковъ периметры ихъ уменьшаются. 

‘ 

ПреЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 343 М и ; $ 240. Можно вписать в5 круиь правильный мноюуюл- 
нии, бокё котораю будеть меньше всякой данной лини. 

Пусть АБ означает данную прямую, и требуется вписать 
правильный мнотоугольникъ, котораго бокъ былъ бы меньше АВ. 

Впишемъ въ кругВ какой нибудь правильный мно- 
Фиг. 214-1. тоугольникъ, И положимъ, что СЛ означаеть его 

бокъ. Пусть дуга СХ больше дуги АВ. Раздфлимъ 
дугу СГ пополамъ, въ точкВ РЕ; потомъ раздфлимъ 
поцоламъ лугу СЁ, въ точкф С; потомъ пополамъ 
дугу СС ий т. д. Такъ кавъ будемъ получать все 
дуги меньшя и меньшя, то очевидно дойдемъ до 
такой дуги, напр. СС, которая будетъ меньше дуги 

АВ; сад. и хорда СС будетъ меньше хорды АВ, и она 
выразить бохь правильнаго многоугольника, вписаннаго въ круг. 

ПрЕДЛОЖЕНИГЕ. 

$ 344. Можно в5 круть вписать и описать около нею 

правильные мнооуюльники одинаковало числа сторонз, кото- 
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рыль разность периметровз будетз меньше всякой данной 
величины. 

Пусмь Ри Р’ озназаютъ периметры правильныхъ много- 
угольниковъ, съ одинаковымъ числомъ боковъ, именно, Р — пе- 
риметръ вписаннаго многоугольника, а Р’— ошисаннаго около 
окружности; АВ и А’В’ означаютъ ихъ стороны; ОН и ОМЬ— 
апоеемы этихъ многоугольниковъ. 

Известно (3 327), что периметры правильныхь многоуголь- 
ниховъ одинаковаго числа сторонъ пропорщональны аповемамъ; 
слфдовательно 

Р:Р= ОМ: ОН; 
отсюда Р_Р:Р=оОМ- ОН: ОМ; 

Фиг. 215-я. 

га 

но ОМ— ОН= МН, 
сл$д. Р’—Р: Р= МН: ОМ; 

Р’ 

отеюда, Р— Р=МНХ Ом: 

Перпендикулярь МН меньше наклонной АМ, а эта посл®д- 
няя есть бовъ правильнаго многоугольника; слёд. можетъ быть 
сдфлана меньше всякой данной величины, если только произ- 

вольно удваивать число боковъ (5 343); поэтому МН есть 

безвонечно- малое. Въ произведении МНЖХ ом НЕоЖитель и 

есть величина уменыпающался, ибо периметрь Р’ описаннаго 
многоугольника, съ увеличетемъ числа боковъ, уменьшается, 
а ралуеъ ОМ — постоянная; другой множитель МЫ есть 6ез- 
конечно-малая; слфд. произведеме будеть безконечно малое 
($ 332, прим ч.). И такъ, вторую часть послфднлго равенства, 
& слфд. и разность периметровь, Р’— Р, можно сдфлать меньше 
всякой данной величины, если удваивать число боковъ мното- 
угольниковъ, вписаннаго и описаннаго. 

5 345. СлЬдетв1е Т. Мы видфли, что МН можеть быть 
сдфлана меньше всякой данной величины; но МН есть разность 
аповемь ОМ и ОН правильныхъ многоугольниковъ, описаннаго 
и вписаннаго въ круг. Отсюда заключаемъ, что в5 круиь 
можно вписать и около нею описать тоаляе правильные мно- 
1оуюльники одинакова числа сторон, что разность между 
итз аповемами будет меньше всякой данной величины. 

в 346. Сл детвае ТТ. Вседа можсно вв крумь вписать, 

а также и описать около нею такой правильный мною- 
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уовьникз, что разность между окружностью и. периметроме. 
будетз меньше. всякало данналю количества. | 

Пусть С означаетъ какую нибудь окружность Ри Р’— 

периметры правильныхъ многоугольниковъ, вписаннаго и ори- 
санваго, одинаковаго числа сторонъ. Намъ извЪетно, что 

С>Ри С<Р,, 
поэтому С-Р«Р_-РаиР—С<Р-Р; 
но при удваивани чиела сторовъ упомякутыхъ многоугольниковъ,. 
разность Р’— Р между периметрами можеть быть сдфлана. 
меньше всякаго даннаго количества; слфд. и подавно разности 
С— Ри Р— С мотутъь быть сдфланы меньше всякаго дан- 
наго количества. 

* Окружность есть предьль периметровг вписанныхь 
вх ней правильныль мноуольниковь, а также и описан- 

ныхъ около нея мноюуюльниковз, кода число сторонз мно- 
чотольников5 постепенно удваивается. 

Дъйствительно, если виисать въ окружность С правиль- 

ный многоугольникъ и удваивать постепенно число боковъ, 10. 
периметры Р будутъ увеличиваться, а С остаетея при этомъ, 

безъ перемфны; слЗд. С есть постоянное, а Р перемфнное уве- 

личивающЩеесл количество; мы доказали, что разность С—Р мо- 
жетъ быть едфлана меныпе всякаго даннаго количества; поэтому 
С есть предфлъь Р. Также объяенимъ, что С’ есть предфлъ для. 

описанныхь периметровъ Р’, притомъ эта послёдняя перемфнная съ. 
удвацваюемъ числа боковъ уменьшается. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

347. Можно в5 круйь вписать и описать около нею. 
правильные мноюуюльники, одинаковало числа сторонз, ко- 
торыхь разность площадей будеть меныие всякой данной 
величины. 

Пусть @н @’озпачаютъ площади правильныхъ многоуголь- 

никовъ съ олинаовымъь числомь боковъ, именно @ — площадь 
вписаннаго многоугольника, а @ — описаннаго АВ и АВ” 
стороны этихъ многоугольниковъ; ОНи ОМ — аповемы (фиг. 215). 

ИзвЪфстно (5 327), что площади правильных, подобныхъ. 

многоутольниковъ пропорщюнальны квадратамъ аповемъ; слёд. 

9 0=о0М’: ОЕ’; 

отсюда 9—9:9=0мМ’*— ОН’: ОМ.. 
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Въ прямоугольномъ треугольникё АНО, АН*—= АО’ — ОН" 
шли 'АВ’= ОМ*— ОИ’; потому чо АН=ТАВ и 
АО= ОМ; поэтому предъидущая пропорщя обратится въ слф- 
дующую: | 

9—9: 9=чАВ’: ОМ’; 
О 

ОМ” 

_ Въ круг можно вписать правильный многоугольникъ, ко- 
‘тораго бокъ АВ будетъ меньше всякой данной величины; ся$- 

‚довательно множитель ('|.АВ)’ будетъ меньше всякой данной ве- 
личины; а какъ съ увлечешемъ числа сторонъ описаннаго много- 
угольника, @’ уменьшается, а радусъ ОМЫ-— постояненъ, то 

отеюда 9 — 9=С(/.АВУХ 

другой множитель рту’ будетъ уменьшаться; слЪдовательно про- 

изведене, а вмЪстЬ съ т1Фыъ и разность площадей @— 0, 

можно сдфлать меньше всякаго даннаго количества. 

в 348. Слфдетв1е. Площадь круга заключается между пло- 
щадями многоугольниковъ вписаннаго и описаннаго около круга; 
<ЛВД. вседа можно вз круиь вписать или около нео описать 

правильный мнолоуюльникз, которало площадь будеть разниться 
отз площади кума на безконечно-малое. 

* Отсюда выводимъ, что Илощадь круа есть предъьль для 
плошадей правильныхь мнооуюльниковз, вписанныхь и описан- 
ныхз, при удваивани числа боковз мноюуюльника. 

16. Окружности иропорц1ональны ихъ радлусамъ.— Отношен!е окружности къ д!а- 
метру. — Площадь круга равна половин произведеня окружности на райусъ.— 
Площади круговъ ироиорщональны квадратамъ рад1усовь.— Подобныя дуги про- 
порщюональны ихъ рад!усамъ. — Кругъ, построенный на ипотевуз$, равномфренъ 

сумм кру:овъ, построенныхъ ва ватетахъ. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

5 349. Окружности пропорилональны илз радиусамз. 
Пусть С и с означаютъ окружноети двухъ круговъ, Ви” — 

ихъ радусы; надобно доказать, что С:с= 8:7. 

Около круговъ опишемъ правильные многоугольники одина- 
коваго числа боковъ, слЁд. подобные, и вообразимъ, что число 
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ихъ боковъ постепенно удваивается; черезъ постепенное удвоене 
необходимо получимъ таке многоугольники, которыхъ периметры 
будутъ разниться отъ окружностей на количество безконечно- 
малое ($ 346). Назовемъ въ этихъ послфднихъ многотгольни- 
кахъ буквою Р периметръ многоугольника, описаннаго около 
окружности С, а буквою р — периметръ многоугольника, опи- 
саннаго около окружности с и подобнаго первому; то Р= С-а, 
р=с- В, гдф а и В суть количества безконечно-малыя. Такъ 
какъ периметры правильныхъ многоугольникахъ одинаковаго числа 
сторонъ пропорщональны апоеемамъ, т. е. радлусамъ виисанныхъ 
круговъ, то Р: ЁА=р: т, слфд. (С-+ а): В = (се В):т; послёд- 
нюю пропорщю можно представить въ слфдующемъ вид: 

Са с В 

Е. 
а 3 С с 

тд у: - суть безконечно-малыя, а ри — побтоянныя; елЪд., 

на основанш 8 335, эти постоянныя равны межлу собою, т. е. 

С с 

В г 

Примъчане. При доказательствЪ можно воспользоваться свой- 
«твомъ предфловъ, изложеннымъ въ примфчани ПП параграфа 
335-го. Пусть Сис, В ит означаютъ окружности и ихъ ра- 
дисы, Ри р-— перинетры описанныхъь правильвыхъ, подобныхъ 
многоугольниковъ. Ралусы В и” суть въ тоже время апоеемы 
описанныхъ многоугольниковъ; слзд. на основанши 8 321, 

Р:р=В:'; 

но Си сеть предфлы перемфиныхь Ри р; отношене этихъ 
перемфнныхъ равно постоянному количеству (Ё:7); слёд. и 
отношене (С:с) ихъ предфловъ равно тому же количеству 
($ 335, прим. ПТ); ед$д. 

бе ЕЁ: 

$ 350. Слфдетв1е. Пусть С и с означаютъь окружности, 
з Вил соотвфтетвенные имъ раллусы; мы доказали, что 

С: В =с:т; отсюда С:2А = с: 9у. 

Значитъ, отношене окружности круга къ своему дламетру во всё хъ 
13 
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кругахъ одинаково, т. е. отношеще окружности из ламетру 
есть постоянная величина. Отношеше это принято означать 

С 
треческою буквою т; слфдовательно эр =". 

= 

Замфтимъ, что число п несоизмфримое; впослфдетви мы объ- 

яенимъ возможность вычисленя п съ желаемою точностью; а те- 
перь докажемъ, что п заключается между числами Зи 4. 

Число п не зависить отъ величины рад1уса. Положимъ ра- 
дусъ равнымъ 1-ц%; слфд. шаметръь равенъ 2; а отношене 
окружности къ дламетру будетъь #+С = т. 

Окружность С’ больше периметра правильнаго шестиугольника, 
вписаннаго въ круг; а онъ равенъ 6-ти, потому что бовъ этого 
многоугольника равенъ рад1усу или 1-1$; съ другой стороны, — 
окружность меньше периметра описаннатго квадрата, бокъ же этого 
квадрата равенъ дламетру 2; слфдовательно периметръ его ра- 
венъ 8. И такъ 

> 6, >3, 
в; отсюда &С, или 4 

ПрЕдлО ЖЕНЕ. 

8 351. Демна окружности измтряется произведетемь 
удвоеннаю ея радзуса на отношене т. Мы назвали отношене 
окружности въ д1аметру буквою т, слёд. 

(9 
эв-=тТ, отеюда С = 8. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 352. Площадь кума измъряется половиною произведеня 
окружности на радзусз. 

Пусть © означаеть площадь круга, а Си В его окруж- 
ность и рад1усъ; надобно доказать, что 9 =4СХ В, 

Опишемъ правильный многоугольникъ около круга; пусть © 
означаеть его площадь, а Р— периметръ, ралусъ В будетъ 

аповемою этого многоугольника. На основани $ 296, получимъ 

9=1РЕ. 
Намъ извфетно ($ 348), АЗ если будетъ удваивать число 

боковъ описаннаго многоугольника, %0 разность нежду площадями © 
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и 6, а также и между периметронъ Р и окружностью С, мо- 
жетъ быть сдфлана, въ обоихъ случаяхъ, меньше всякой данной 
величины; слЪдовательно можно положить 

Ч=Э а, Р= С-В, 

гдф «и — безконечно-малыя. Вставивъ эти величины въ предъ- 
идущее равенство, получимъ 

9 а=1 СВ + ВВ. 
Здмь 5 и {СА суть постоянныя числа, я и { АВ — безко- 
нечно-малыя; & такое равенство влечетъ равенство поетоянныхъ; 
слЪдовательно 

В =1 СА. 

$ 353. Сльдстяе. Площадь круа измтряется произве- 
денлемз квадрата ео радуса на т. 

Мы нашли 

Но, на основани 8 351, С=2тА; ветавимъ это выражение 
для С въ предъидущее равенство, по сокращени, получимъ 

5 = тА?. 

в 354. Примъчане. Если въ круг впишемъ правильный 
мнотоугольникъ и булемъ удваивать число боковъ, то бока этихъ 
унотоугольниковъ будутъ уменьшаться и могутъ сдфлаться меньше 
всякой величины, а периметры будуть приближаться къ окруж- 
ности. Основываясь на этомъ замфчани, окружность инолда 
принимаютз за периметрь правильно мнолоуюльника о без- 
конечном» числь боковз. При такомъ взглядф на окружность, при- 
писываютъ ей всф т свойства правильныхъь многоугольниковъ, 
которыя не зависатъ отъ числа боковъ. Напр. перимегры пра- 
ВИЛЬнНыЫхЪ вписавныхъ многоугольниковъ, одинаковаго числа бо- 
ковъ, пропорщональны радлусамъ круговъ; притомъ, пропорц!о- 
нальность Эта имфетъ мфето при всякомьё числть 60'065, т. в. она 
не зависитъ отъ числа боковъ; а какъ окружности можно принять 
за правильные многоугольники о безконечномъ числё боковъ, то 
окружности пропорщюнальны радлусамъ. 

Площадь правильнаго многоугольника измфряется половиною 
его периметра ва радлусъ круга вписаннаго ($ 296). Выражене 
это не зависить отъ числа боковъ; слфдовательно площадь круга 
измфряется половиною окружности на радусъ. 

13* 
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Надо замфтить, что хотя, при указанномъ взглядф на окруж- 
ность, всегда приходимъ къ вфрнымъ результатаиъ; но въ сущности 
окружность не есть ломанная лин!я; а потому мы должны приводить 
строг1я доказательства; а на замЪчав1е настоящато $ можно смо- 
тр$ть, какъ на средство, облегчающее память. 

ПрлЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 255. Площади крузювь пропорональны квадратамз ра- 

д4ус0в5. 
Пусть © и $ означаютъ площади двухЪ круговъ, Сис — ихъ 

окружности, а Ки ’— рад1усы. Надо доказать, что 9: = А*:г. 
Извфетно ($ 353), что 

В={ СА, $=&с7; 

отсюда, раздфливъ первое равенство на второе, получимъ 

5 С.Е 
=— — х ы 

с ог 

Но окружности пропорциональны своимъ радлусамъ (8 349), слд. 

С В. 

с у 

ветавивъ, вмфето перваго изъ этихъ отношений, ему равное въ 
предпосл®днее равенство, получимъ 

$ 356. Пусть Д и 4 означаютъ жаметры круговъ; такЪ кавъ 
дламетръ вдвое больше рад1уса, то д: а=В:ти 0’: = В: "; 

2 

слфдовательно =’ "в. площади круювз пропориональны 

квадратамь аметровз. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 357. Площади секторовз одною и тою же круз или 
крУювз описанных равными радзусами, пропориональны дли- 
намъ соотвътственныхь имъ ду. 

Предложение это есть прямое слфлетые теоремы о пропор- 
цтональности величинъ ($ 336); въ самомъ дфлЪ, во 1-хЪ, съ 
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увеличешемъ дуги, увеличивается соотвфтетвующи ей секторъ; 
во 2-хъ, если дуга увеличится въ 2, Зи т. д. раза, то и с00т- 
ВЪтетвующий ей секторъ увеличится во столько же разъ; потому 
что секторы одного круга, соотвфтетвующ!е равнымъ дугамъ, 
очевидно, совы щЩаются. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 358. Площадь сектора измьъряется произведещемз по- 
ловины длины соотвътствующей дум на длину радусё— 

Пусть А означаетъь площадь сектора, а — соотвфтетвующую 
ему дугу, В— радлуеъ; надобно доказать, что 4 =4аВ. 

Означимъ буквами 5 и С’ соотьфтетвенно площадь круга и 
окружность, описанную т$мъ же радлусомъ А. Сравнимъ секторъ 
-А съ секторомъ 15; этому послфднему сектору будетъ соотв%т- 
ствовать дуга +С. На основанш предъидущаго параграфа, по- 
зучимъ 

К 
А: =а: 1; отсюда А=ас; 

но намъ извфетно, что площадь круга 9 =4СИ; сл$д. А= а В. 

$ 359. Дум круа, а также секторы, называются подоб- 
ными, если соотвьтственные ‘имз центральные лы равны 
между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 360. Подобныя души пропоршональны радусама. 
Пусть А иа означаютъ дуги, заключающияея между боками 

угла М и описанныя радзусами В и г; надо доказать, что 
дуг. 4: дуг. а=В:т. Пусть С и с означаютъ окружности, описан- 
ныя этими рад1усами. Извфетно, что центральные углы одного и 
того же круга пропорц!ональны соотвфтственнымъ имъ дугамъ; 
поэтому, назвавъ буквою Д прямой уголъ, которому соотвфт- 
ствуетъ въ первомъ круг дуга 1С, а во второмъ 1с, получимъ 

М: Оф=А:{С 
И М:Р=а:{с; 

по равенству первыхъ отношенй этихъ пропорщй, получимъ 
® 4 — . 4 . А:1С=а: 16; 

отсюда А:а=С: с; 
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но окружности пропорщюональныя рад1усамъ, т. е. С:с = А:и; 

поэтому А:а=В:х*. 

ПрЕдлоЖЕНИЕ. 

$ 361. Площади подобныхь секторов пропоршональны квад- 
фатамъ радзусове. 

Назвавъ буквами 5, А и А площадь сектора, дугу (осно- 
ван!е) и рад1усъ, а буквами 5, а и т такюя же величины хдру- 
гаго сектора, подобнаго первому, получииъ 

5 = АД, $ =1а,; 

отсюда = 

а велфдетв1е подоб1я дугъ, ныфемъ А:а=В:17; слфд. 

5 № 

я” 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 362. Площадь кра, построенноло на ипотенузь, равно- 
мтрна суммъ площадей круловз, построенныхь на катетахз. 

Принявъ бока прямоугольнаго треуголь- 
Фит. 216-л. ника АВС за дламетры, опишемъ круги; для 

краткости пусть ©, Ри В озвачаютъ пло- 

щади круговъ, которыхъ д1аметры соотвфтст- 
венно равны ипотенузё АВ и катетаиъ ВС 
и АС. Площади кругомъ пропорщональны ква- 
дратамъ дламетровь ($ 356); а потому имфемъ 

Р: В= ВС’: АС’. 

отсюда (Р+В):В=(ВС*+ 40°): АС,, 

но и 9:В=АВ’: АС*. 
Въ посафднихъ двухъ пропорщяхъ три члена одной равны 

тремъ членамъ другой (5 256); слФдовательно и остальные члены 
равны, т.е. О =Р- АЕ. 

$ 363. Примъчаме. Изъ предъидущаго предложения сл8- 
дуетъ, что площадь полукруга АУСТВ равномфрна сумм пло- 
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щадей полукруговъ АМС и СМВ; отнявъ отъ обфихъ частей 
обще имъ сегменты 45С и ВТС, найдемъ, что площадь тре- 
угольника АВС равномфрна сумиф площадей луночекъ АМСБА 
и ВМСТВ. 

Луночки эти называются ипократовыми, по имени грече- 
скаго геометра, жившаго въ У вфЕФ доР. Х., который первый 
доказалъ равномфрноеть суммы луночекъ и площади прямоуголь- 
наго треугольника. 

47. Показать возможность вычисленя по приближен!ю отнотев!я окружности въ 
дл1аметру.—По данному рад1усу найти окружность и площадь круга; по данной 

окружности или по данной площади круга найти радусъ. 

ВопРоСЪ. 

$ 364. Показать возможность вычислешя по приближе- 
ню отношенля окружности кз фаметру. 

Мы уже замфтили, что отношеве окружности къ дламетру 
(принято обозначать буквою п) есть постоянная величина для 
вехъ круговЪъ; поэтому для отыскаюя отношения окружности къ 
дламетру достаточно изъ вефхъ круговъ выбрать один и найти 
для него это отношеше. Изберемъ кругъ, въ которомъ радлусъ 
равенъ единицЪ. Для такого круга отношене окружности къ 
дламетру будетъ ($ 350) 

п=—. (1). 

Это равенство показываетъ, что для нахожденя т, надо 
найти длину окружности, принимая рад1усъ за 1-цу, и разд8- 
лить ее на 2. 

Для отыскамя длины окружности по приближеню опредз- 
ляютъ периметры подобныхъ правильныхъ многоугольниковъ, впи- 
саннаго и описаннаго около круга, помощю формулъ, изложен- 
НыхЪ въ 88 321 и 3228. 

При рад1ус$ ‘= формула, опредфляющая бокъ описаннаго 
правильнаго многоугольника по данному боку а вписаннаго, по- 

добнаго ему многоугольника ($ 321), обратится въ 

2а 

а 
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а формула, опредфляющая, по данному боку а, вписаннаго пра- 

вильнато многоугольника, бокъ вписаннаго правильнато много- 

угольника, имфющаго вдвое больше сторонъ ($ 323), обратится въ. 

У— 4... .. (3). 

Впишемъ въ круг, котораго радусъ 1-ца, правильный 
шестисторонникъ, — бокъ его равенъ 1-ц$, а периметръь 6-ти, 
и опишемъ подобный ему мвогоугольникъ. Бокъ этого мното- 
угольника найдется по формулВ (2), полагая а = 1, а умноживъ. 
его на 6-ть, получимъ периметръ описаннаго правильнаго шести- 
сторонника. 

Положимъь а=1 въ формулЪ (3); получимъ бокъ, а отеюда 
и периметръ правильнаго двЪфнадцатисторонника, вписаннаго въ. 
круг. Вотавивъ во (2) формулу найденную такимъ образомъ. 
величину для бока вписаннаго 12-ти-сторонника, получимъ бокъ, 
& слБдовательно и периметрь правильнаго 12-ти-сторонника 
описаннаго. 

Продолжал такое постепенное вычиелене, найдемъ периметры 
правильныхъ 24-хЪ-сторонниковъ, вписаннаго и описаннаго, по- 
томъ периметры 48, 96 ит. д. — сторонниковъ правильныхъ, 
влисаннаго и описаннаго; и какъ всегда можно найти татле пра- 
вильные многоугольники, одинаковаго числа боковъ, одинъ впи- 
санный, другой описанный, что разность между ихъ периметрами 
можно сдфлать мевЪфе всякой данной величины (8 344), то эту 
разность можно сдфлать, наприм®ръ, меньше '/ о; этого мы до- 
етигнемъ, когда у обоихъ периметровъ будутъ одинаковыя цифры 
цфлыхъ, десятыхъ и сотыхъ. Окружность С’ заключается между 
этими периметрами, — она больше вписаннаго и меньше описан- 
наго; слфдовательно разность между окружностью и каждымъ 
периметромъ будетъ меньше '/ о; поэтому общая цифры пери- 
метровъ составять приближене окружности С’ съ точностью до 
1о- Раздфливъ это приближен!е на 2, получимъ п, на оено- 

ванши (1) формулы, съ точностью до '/о- Такимъ образомъ воз- 
можно вычислить п съ какою угодно точностью. 

Результать упомянутыхъ вычисленй можно видфть изъ сл%- 
дующей таблацы: 
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Число сторонъ Полупериметръ Полупериметръ 

УНОГОтГОЛЬНИКА. вписаннаго описаннаго много- 
мвогоугольникл. угольника. 

6 3,00000 3,46410 
12 3,10582 3,21540 
24 3.13262 3,15967 
48 3,13935 3,14608 
96 3,14103 3,1421 

и т. д. итд. ит. д. 

Отсюда видно, что общая цифры для полупериметровъ о 96-ти 
сторонахъ правильныхъ вписаннаго и описаннаго многоугольни- 
ковъ, т. е. 3,14 будуть принадлежать п — отношеню окруж- 
ности къ даметру, съ точностью до 0,01. 

Примпчане 1. До Архимеда (2871 — 213 г. до Р. Х.)} 
не было вычислено отношене окружности къ ‘дламетру; онъ на- 
шелъ, что т заключается между З°/и и 3°/, или, по приве- 
денш дробей къ одному знаменателю, между З”/о7 и З”/ 9; и 
такъ 31/. или °?/, составляетъ приближене т, съ точностью до 
т, И больше настоящей величины. 

Адруанз Меши нашелъ болфе точную величину, п = *°/\ 
Его легко запомнить: напишите по два раза сряду каждое изъ 
первыхъ нечетныхъ чисель |, 3, 5, получимъ 113355 и отд$- 
лите 113 и 355; числа эти булутъ членами дроби, выражающей 
Мещево отношене окружности къ дламетру. 

На осповани высшаго анализа, вычислене = доведено до 

530 десятичныхь знаковъ: изъ нихъ 330 цифръ можно счи- 

тать вфрными, потому что онф вышли одинаковыми у трехъ ма- 
тематиковъ *). Вотъ первыя десять цифръ: 

п = 3,1415926535..... 
1 

Приводимъ и обратное количество для т, т. е. —, а также 
у 

и логариемъ т; количества эти часто встрфчаются въ прило- 

женяхъ 

= 0,31830 98861..... 

= 0,4914 98796..... | - 
- 109 

*) См. №МоиоеЦез аппайез 4е таётаинцие, раг Тлталет, 1656. 
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Обративъ архимедово отношение */ и мещево °°//. въ де- 
сятачныя дроби и сравнивъ ихъ съ вышеприведеннымь прибли- 
женемъ, выраженнымь въ десятичныхъ доляхъ, найдемъ, что 

и 35°/; оба больше т, — первое точно до сотой, а второе 
ло милллонной Доли, 

Объ отношешяхъ Архимеда и Мешя упоминаемъ, какъ за- 
м$чательныхЪ въ истори математики; для вычиесленя же всегда 

беретел приближене въ десятичныхь доляхъ, ограничиваясь од- 
нииъ, двумя, тремя и т. д. десятичными знаками, смотря по 
цфли вычислен]я. 

ВопрРоСЪ. 

$ 365. По данному рабусу окружности вычислить 
длину окружности и площадь кра. 

Намъ извфетно (58 351, 353), что 

С=2жВ, Э=кЕ, 
гд$ радцеъ А извфетенъ, извфстно тоже т, слфд. можно вы- 
числить 2кВ и тА?, т.е. длину окружности и площадь круга, 
конечно по приближен. Отношене т всегда берется въ деся- 
тичныхь доляхъ, чфыъ большее число цифръ возьмемъ для т, 
тфиъ точнфе будуть выводы для длины окружности и площади 
круга. 

Пуеть, наприм$ръ, А=10 дюймамъ, а для т взяли 3,14, 
т. е. величину точную до '/» и меньшую настоящей, тогда 

С={2.3,14.10) д. или 62,8 дюйма; 

такъ какъ погрёшноеть въ < меньше '/›, то погрёшности въ 

3,14.20 будетъ меньше ®/» или '/; дюйма. 

б=3,14.10? или 9 =314 вв. Д. 

съ точностью до 0 Х 100 или до | кв. дюйма. 

ВопрРоСЪ. 

$ 366. По данной окружности, или по данной площади 
кхруза, — наити радусе. 

1) Пусть дана окружность С’ въ линейвыхъ единицахъ. Изъ 
формулы С=2кЕ ($ 365) имфемъ 

С 
В=5-- 
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Наприм$ръ: С=60 дюймамъ; получииъ 

1 
В=30.— =30.0,318; 

произведя умножене, получимъ 9,54; множитель 0,318, взятый 
| 

вмфето —, точенъ до 0,001 (5 364, прим.), ея$д. произведене 

9,54 точно до 0,001.30 или до 0,03, и меньше истинной ве- 
личины; поэтому 9,5 будетъ приближене точное до 0,03 - 0,04 
— 0,0%, которое меньше 0,1. И такъ, длина радтуса равна 9,5 
дюйма съ точностью до 0,1 и меньше истинной величины. 

2) Лана площадь круга 5. Изъ формулы 5 =<А* ($ 365) 
имфемъ 

'5 
В=\/ го 

Наприм$ръ, © = 300 кв. дюйм.; получимъ 

В / = /300.1 
1 

Вифето — возьмешь приближене 0,31330 ($ 364, прим.), 

получимъ 

В=У300.0.3180 или В=У95,490. 

Произведение 300 . 0,31830 точно до 0,00001.300 или до 0,003, 
и подавно оно точно до 0,01; поэтому, по извлечени квадрат- 

наго корня изъ 95,49 съ точностью до 0,1 получимъ 9,7. 

И такъ, длина рад1уса равна 9,7 дюймамъ съ точностью до 0,1 
ДЮЙМа. 

ВопРоСЪ. 

$ 367. Вычислить длину душ, по извъстнымь радиусу 
и числу зрадусовз, заключающихся в5 дузь. 

Означимъ буквами В и п длину радлуса и число градусовъ 
дуги, а буквою [ длину этой дуги. 

Длина дуги въ 180%, описанной радлусомъ А, т. е. длина 

полуовружноети равна кВ (8 351); поэтому длина дуги въ 1° 

слфд. длина дуги въ п градусовъ, при рад1усё А, ыы равна 5, 
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будетъ 
-Ап 

Е 6 1 . 

180 (1) 

Наприм$ръ, если А=1| дюйм., и = 30°, то 

[= ео пли — дюйм. 
— 11301 ̂ 227 о дюйм. 

раздфливъ 3,14... на 60, получимъь 0,05 дюйм. съ точностью 

до 0,01 дюйма. 

Изъ формулы (1) имФемъ 

1801 
=——. га 
9 пВ Г 

в— 1307 . (3) 

Фориула (2) даетъ возможность опредфлить число градусовъ 
дуги, когда извфетны длина этой дуги и ея рад1усъ. 

Для примфра найдемъ число градусовъ дуги, которой длина 
равна рад1усу, т. е. въ фориулф (2) положимъ [= А, получимъ 

180 
И 

к 

Получимь и = 5731744”. 8. 

По формулф (3) опредфлится длина рад1уса по извЪстнымъ 
длинф дуги и числу градусовъ, заключающихся въ ней. 

Наприм%ръ: длина дуги въ 45° равна 1 дюйму; опредфлить 
длину рад1уса 

— 1803Х 0,31830 98861... 

в- [5 дед =АХ 0,3183 ...д.=12,13...д. 
п45 п 

съ точностью до 0,01 дюйма. 

$ 368. Пусть х означаеть бокъ квадрата, равномфрнаго 

В 
площади круга; ел. = СХ 5; 

В 
отсюда (:1=2:5. 
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Й такъ, чтобы кругъ обратить въ равиомфрный ему квадратъ, 
надобно найти среднюю пропорщональную между окружностью и 
половиною рад1уса; но окружность С опредфляется не иначе, 
какъ по приближенио; слфд. и бокъ квадрата найдется только 
но приближеню. И такъ, вопросъ о зам$неши круга равно- 
имфрнымъ ему квадратомъ можеть быть рфшенъ только по при- 
ближенио. Въ истори математики вопросъ о превращени круга 
въ квадратъ извфстенъ подъ назватемъь квадраитуры круш. 



ГЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЗ. 
(СТЕРЕОМЕТРЛЯ). 

ОТДЕЛУ СЕДЬМОЙ. 

Прямыя лини, разематриваемыя въ пространствЪ, п плоскости. — 
Двугранные и многогранные углы. 

18. Плоскость. — Усломя, опредфлающАя ея положен1е. — Взаимное пересЪфчеве 
двухъ и трехъ плоскостей. — Перпендикуляры къ прямой, въ какой ни есть 

ея точк$. 

$ 369. До сихъ поръ мы разематривали протяженя на од- 
ной плоскости, и потому объемы не могли подлежать нашему из- 
слфдованю, а разсматривалиеь только лиши и площади. Мы по- 
казали свойства прямыхъ линй, перпендикулярныхъ и параллель- 
ныхъ, способы измфрешя прямой лини и окружности, свойства 
иногоугольниковъ и круговъ, а также показали способы нахож- 
дея ихъ площадей; пропорцлональность величинъ дала намъ 
возможность, при измфреми угловъ, окружности и площадей, 
устранить наложеме единицы въ измБряемой величинЪ; безъ 
пропорщональности мы встрфтили бы непреодолимое затруднене; 
наприм$ръ, какъ квадратъ, принятый за единицу, укладывать 
вЪ треугольникф, параллелограмив или круг — для узнал ихъ 

площадей? А также: какъ укладывать линейную 1-цу въ окруж- 

ности для измремя ея длины? Все это устранено пропорщо- 
нальностью величинъ; ею же мы будемъ пользоваться при изи%- 
реви объемовъ. 

Чтобы при дальнзйшемъ изслфдован!и протяжен1й можно было 
пользоваться геометрею на плоскости, надобно знать признаки, 



— 207 — 

по которымъ можно опредфлить, булутъ ли данныя протяженл 

лежать въ одной плоскости. 

Признаки эти изложены въ слфдующихъ трехъ предложеняхъ. 

ПрЕДлоОЖЕНИЕ. 

С 210. Три точки, лежаиия не на прямой лищи, опредъ- 
ляютз положеше плоскости, т. е. черезз эти точки можно 
провесть плоскость, и при томз только одну. 

Пусть даны три точки А, Ви С. ДвЪ изъ нихъ, напри- 
уфръ 4 и В, соединимъ прамою линей. Черезъ прямую АВ 
можно провесть плоскость (8 17) и обращать ее на этой лини. 

Плоскость необходимо должна ветрётить точку 
(С, потому что плоскость полагается 6безко- 
нечно продолженною; и такъ, черезъ три 

В точки 4, В и С можно провесть плескость. 
Е Назовемъ ее буквою М, и положимь, что черезъ 

Е эти же точки проходить другая плоскость, 
которую назовемь № Возьмемъ какую ни- 

будь точку 0) на плоскости №, и докажемъ, что она лежитъ 
и на плоскости М. Три точки 4, В и С, по условю, лежатъ. 
въ обфихъ плоскостяхъ; поэтому и прямыя АВ, ВС и АС, 
неопредфленно ипродолженныя, лежать въ обфихъ плоскостяхъ 
(8 17). Прямая ВС дфлитъ плоскость № ва двЪ части: точка 

находится въ одной части; въ другой части, на прямой АВ, 
возьмемъ какую нибудь точку Е и соединимъ ее съ О прямою. 
ЕО; эта послфдняя пересчеть ВС въ точки С; ибо ве пря- 

мыл находятся въ плоскоети №. Такъ какъ точки Ри С на- 
ходятсл на прямыхъ АВ и ВС, то онЪ лежатъ также въ плос- 
кости М, и веб точки неопредфленной прямой ЕС, а слфдова- 
тельно и точка 0, лежать въ плоскости М. И такъ всякая 
точка плоскости М лежитъ и на плоскости М; слфдовательно 
эти плоскости составляютъ одну, и положене плоскости, какъ. 
едикственной, вполнф опрелЪлено. 

Фиг. 217-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

° 311. Двъ пересъкаюцияся прямыя опредъляютз поло- 

жене плоскости. 
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Пусть даны дв пересфкающияся прямыя лини АБ и СР. 
Возьмемь дв точки А и С ва прямыхь АВ и СФ. Че- 

рёзъ эти точки и пересфчене О, какъ лежащия не на одной 

прямой, можно провесть плоскость ($ 370); 
Фиг. 4-я. она, будетъ содержать и прямыя 4В и СФ, ибо 

3 КАЖДаЛ ИЗЪ НИХЪ будетъ ихфть двф общим 
о точки съ плоскостью, 4 и 0, Си О. Всякая 
. 3 другая плоскость, проходящая черезъ эти пря- 

мыл, сольется съ первою плоскостью; потому 
что у нихъ будуть три общля точки, наприхфръ 4, Би С, 
лежащил не на одной прямой. 

$ 372. СлЪдств1е. Прямая линя м точка, внъ ея, опре- 
Эъляютз положенме плоскости. Объяснеме то же, что и ВЪ 

предъидущемъ параграф$. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 373. Двумя параллельными прямыми опредъляется поло- 
жене плоскости. 

Дуйствительно, двз параллельныя лини, по самому опредЪ- 
леншю ихъ, лежатъ въ одной плоскости; а всякая другая плос- 
кость, проведенная черезъ эти линш, сольется съ первою, по- 
тому что у нея съ первою плоскостью будутъ три обпая точки 
не на прямой лини, напримфръ, двф точки на одной и третья 
на другой изъ параллельныхъ. 

$ 374. Прямая лишил относительно плоскости можеть имфть 
три различныя положеня: 

1) или прямая вся лежить на плоскости; 
2) или пересъкаетз ее, — причемъ пересБчене составитъ 

одну точку; въ противномъ случаф, при двухъ общихъ точкахъ, 
или больше, прямая совпала бы съ плоскостью ($ 17); точка 
эта называетел основанемъ прямой. 

3) или прямая находится вся внф плоскости на всемъ про- 
тяжени той пли другой, сколько бы ихъ не продолжали; такая 
прямал называется параллельною кз плоскости. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 315. Взаимное пересъченще двулз плоскостей есть пря- 
мая линия. 
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И дфйствительно, еслибъ общее пересфчене двухъ плоско- 

«тей не была прямая, то нашлись бы на пересфченин три точки, 
расположенныя не на одной прямой; сл$довательно 0бф плоско- 
сти, имфл три общя точки,, не на одной прямой, составили бы 
одну плоскость (8 370) и, значить, не пересфкалиеь бы, что 
противно условию. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 376. Взаимное пересьчеме тфежз плоскостей, вообще, 
есть точка, но можетз быть и прямая лимя. 

ДЪйствательно, чтобы получить взайхное пересфчене трехъ 
плоскостей, надобно взаимное пересфченме двухъ плоскостей пе- 
рее чь третьею плоскостью; а извфетно (8$ 373, 2-е), что с$- 
чен1е прямой лиши съ плоскостью составить точку. 

Впрочемъ третья плоскость можеть пройти черезъ сЪчеше 
первыхъ двухъ плоскостей, и тогда взаимное сЪчене трехъ 
плоскостей будетъ прямал линия. 

$ 377. Черезъ прамую лишю можно провесть множество 
плоскостей, и эта прямая, очевидно, будетъ общимь ихъ сфче- 
немъ. Если черезъ какую нибудь точку этой прямой вообразимъ 
перпендикуляры къ ней въ каждой плоскости, то получимъ 
‹только перпендикуляровъ въ пространствЪ, сколько было про- 
ведено плоскостей. И такъ, в пространствъ можно провесть 
множество перпендикуляровз кз прямой, протодящихь черезь 
одну какую нибудь точку прямой. 

19. Перпепдикуляры къ прямой, въ какой ны есть ея точкф, находлтся вь одной 
плоскости. — Периендикуляръ къ плоскости. — Черезь каждую точку можно иро- 
зести къ прлмой перпендикулярную къ ней илоскость, и только одну. — Свойство 

периендикуляра къ плоскости и лишй къ ней наклонныхъ. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 318. Всъ перпендикуляры кз прямой, вз какой ни есть 
ея точкъ, находятся в5 одной плоскости. 

Пусть дана прямая А.А’ и на ней точка О; черезъ прямую 
АА’ проведемъ двф плоскости, и въ каждой изъ точки О воз- 
«тавииъ къ прямой 4.4’ перпендикуляры ОВ и ОШ; они на- 
ходатся въ одной плоскости ММ ($ 371). Черезъ прямую 4.4’ 

14 
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проведемъ третью плоскость, которая пересфчетъ плоскость ММ№ 
по лини ОС; докажемъ, что это сфчеше ОС перпендикулярно 

къ АА’. Но. какъ въ одной плоскости изъ точки 
Фиг. 218-я. можно возставить одинъ только перпендикуляръ, 
я то выёстф съ тфмъ докажется, что перпенди- 

и № куляръ, возставленный въ этой третьей плоскости 
5  иЗЪ О къ прямой 4.4’, совпадаетъь съ ОС, и 

Г °т слЪдовательно онъ лежитъ въ плоскости ММ. 

№ ь Разебчемъ линш ОВ, ОЧ и ОР прямою ВР; 
точки пересфченя В, а и О) соединимъ съ какою 
нибудь точкою А прямой АА’ а также и съ 

другою точкою 4”, ваходящеюсл ва такомъ разстояни отъ О, 
на какомъ точка „4 находитея отъ О, т. е. ОА= ОЛ’. Въ 
плоскости АВА’ прямая ОБ’ перпендикулярна къ АЛ’ и про- 
ходить черезъ ел середину О; поэтому 4В = АВ; по той же 

причинф, въ плоскости 4)А’, Ар = АХ. И такъ въ треуголь- 
никахъ АВО и АВО три стороны одного равны тремъ сторо- 
намъ другаго; слфдовательно сходственные углы равны, т. е. 
уголь АВа = АВС. Въ треугольникахъ АВС и А’ВС нежду 
равными сторонами, 4В = АВ, ВС общая, лежатъ равныл углы 
АВС = А’ВС; сл$довательно и остальныя сходетвенныя стороны 
равны, АС = А’С. Наконець въ треугольникахь 460 и А’СО 
веБ стороны, порознь, равны: 4@а = Аа, 40=/О и @0 
общая; поэтому и сходственные углы равны, 4ОС = 4А’ОС; 
значитъ ОС’ перпендикулярна 4.А’, и обратно .4.4’ периенди- 
кулярна къ ОС. Такъ какъ третья плоскость проведена черезъ 
А’А совершенно произвольно, то можно сказать, что вов пер- 
пендикуляры къ прямой 4’А, проведенные черезъ точку О, на- 
холятея въ плоскости ММ. 

$ 379. Примъчаще. Мы знаемъ, что прямыя, находящяся 
на одной плоскости, могутъ не пересфкаться, и тогда онф непре- 

мфнно параллельны. О лишяхъ въ пространств нельзя сдфлать 
такого заключен1я; вз пространствь прямыя моцутз не пере- 
съкаться и в5 тоже время бъить непараллельными; наприифръ 
(фиг. 218) прамая 4.’ не пересФкаетъь прямой ВД, проведен- 
ной вЪ плоскости ИМ, притомъ эти двф прамыя не параллельны. 

$ 880. Плоскость, содержащая всъ перпендикуляры кз 
прямой, въ какой ни есть ея точиъ, называется плоскостью, 
перпендикулярною из прямой в этой точь. И обратно: 
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Перпендикуляромь кз плоскости называется прямая ли- 
ия, перпендикулярная ко всъмз прямым, проведенным черезь 
ея основане по этой плоскости. 

$ 381. Чтобы убфдиться, что прямая лия перпендикулярна 
кЪ плоскости, достаточно доказать, что она перпендикулярна 
только кз двумз прямымз, проведеннымз в плоскости через 
ея основанче. 

И дфйствительно, доказывая предложене $ 378, мы видфли, 
что когда прямая О.А перпендикулярна къ двумъ прямымъ ОВ 
и ОШ, проведенвымъ на нлоскости ММ, черезъ ея основане О, 
то она перпендикулярна и ко всякой лини ОС, проведенной въ 
той же плоскости ММ черезъ основаше 0. 

Также и плоскость, содержащая два перпендикуляры къ пря- 
мой въ данной ея точкЪ, содержитъ всЪ перпендикуляры къ пря- 
мой вЪ этой точкф, а стало быть она перпендикулярна къ’ пря- 
мой въ той же точкФ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 382. Черезь каждую точку прямой можно провесть 
перпендикулярную кз ней плоскость, и только одну. 

Через? данную прлиую проведемъ дв кавя нибудь плос- 
кости, и въ каждой изъ нихъ возетавимъ перпендикуляръ къ 
этой прямой изъ данной точки; плоскость, проходящая черезъ эти 
перпендикуляры, будетъ перпендикулярна къ прямой ($ 381). И 
такъ, черезъ каждую точку прямой всегда можно провесть пер- 
пендикулярную къ ней плоскость. 

Положимъ, что существуегь другая плоскость также перпен- 
дикулярная къ прямой въ той же точкЪ; она должна заключать 

всф перпендикуляры, возставленные къ прямой черезъ данную 
точку (8 380); и слфдовательно она пройдетъь черезъ первые 
два перпендикуляра, стало быть совмфстится съ первою плос- 
костью, потому что двумя пПересфкающимися прямыми опред$- 
ляется положеше плоскости. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 383. Черезв всякую точку, лежащую внь прямой, можно 
провести кз ней перпендикулярную плоскость, и только одну. 

1) Пусть давка прямая АБ и точка С, внЪ ел; требуется 
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провести черезъ точку С плоскость, перпендикулярную ЕЪ пря- 
мой АВ. Черезъ точку С и прямую АВ вообразимъ плоскость №; 

ВЪ этой плоскости изъ точки С опустимъ перпен- 
Фиг. 219-я.  дикулярь СО на АБ. Вообразимъ какую нибудь 

плоскость № проходящую черезъ прямую АВ, въ 
этой плоскости проведемь ОЕ перпендикулярно къ 
АВ. Наконецъ черезъ пересфкающияся прямыя СО 
и ДЕ вообразимъ плоскость: она пройдетъ черезъ 
данную точку С ($ 17) и будетъ перпендикулярна 
къ СШ (8 381. 

2) Допустимъ, что черезъ точку С, кром плоскости СДЕ, 
проведена другая плоскость, также перпендикулярная къ прямой 
АВ. Пусть эта плоскость пересФкаеть прямую АВ въ точкз Е; 
соединивъ точку Ё съ С, получимъ прямую СЁ, перпендикулар- 
ную къ АБ (5 380). И такъ, въ плоскости М изъ точки С 
опущены два перпевдикуляра СД и СЕ на прямую АВ; такой 
невзрный выводъ произошелъ отъ невфрнаго предположения, что 
черезъ точку С, лежащую „виз прямой АВ, проведена другая 
плоскость, кромф плоскости СОЕ, перпендикулярная къ прямой 
АВ, слЪд. и проч. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 384. Изз каждой точки плоскости можно возставить 
к ней перпендикулярз, и только одинз. 

1) Пусть точка А лежитъ на плоскости М, и требуется изъ 
нея возставить перпендикуляръ къ этой плоскости. Черезъ точку 4, 
въ плоскости Л, проведемъ произвольную прямую АВ, а къней, 

ВЪ т0ЧкЪ 4, перпендикулярную плоскость № 
Фиг. 220-я. (5 382); пересфчеше ся СД съ данною 

плоскостью пройдетъ черезъ точку 4, общую 
обфииъ плоскостямъ; затфиъ въ плоскости 
№ возетавииъ перпендикуляръ АЕ къ с$- 
ченю СД, — это и будетъ искомый перпен- 
дикуляръ. Въ самомъ дфлф, плоекоеть № 

проведена перпендикулярно къ прямой АВ; 
слфд. и обратно, прямая АВ перпенди- 

кулярна къ плоскости № ($ 380); значитъ АБВ перпенди- 
кулярна и къ АР, какъ и ко всякой прямой, проведенной по 
плоскости № черезъ 4. И такъ, прямая АЕ, будучи перпенди- 



кулярна къ двумъ прямымъ АВ и СО, проведеннымъ по плос- 
кости М, необходимо перпендикулярна и къ самой плоскости М 
(8 331. 

2) Допустимъ, что изъ точки С, принадлежащей плоскости 
ММ, можно возставить къ ней два перпендикуляра СЕР и СН. 

Плоскость, проведенная черезъ эти перпендику- 
Фит. 221-я.  ляры, пересфчетъ плоскость ЛИМ№ по ‘лини СК, 

которая пройдетъ черезъ точку С; прямая СК 
Я. перпендикулярна къ СРи СН, потому что объ 

т у’ эти лини перпендикулярны къ плоскости ММ; 
слёдовательно онЪ перпендикулярны и къ прямой 

№ СК, проведенной по плоскости ММ черезъ об- 
нован!е С’ (5 381). И такъ, въ плоскости ЕНКС 

къ прямой СК, изъ одной точки С, возставлено два перпенди- 
куляра; несправедливость этого вывода показываетъ, что пред- 
положеше наше о возможности двухъ перпендикуляровъ СР и 
СН, — невозможно. 

$ 385. Прямая, пересфкающая плоскость и не перпендику- 
лярная къ ней, называется наклонною къ плоскости. Точка пере- 

сфченя наклонной съ плоскостью называетсел основанемь на- 

КЛонНоЙ. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 386. Если изъ какой нибудь точки перпендикуляра кз 
плоскости провести наклонныя, то 1) перпендикулярз короче 
всякой наклонной; 2) тт наклонныя кз плоскости, которытб 
основаня равно-удаленны отз основанля перпендикуляра, равны 
между собою; 3) изз двухз наклонных кз плоскости, основанзя 
которылз неравно удаленны, та больше, которой основанле 
отстоитз дальше отз основамя перпендикуляра. 

Пусть прямая АО перпендикулярна къ плоскости ММ, и 
точки В, С, С’, Фи О лежать въ плоскости ММ. 

Фиг. 222-я. 1) Докаженъ, чо 4О0О< АВ. Прана АО 
перпендикулярна къ плоскости Л.М; слёдовательно 

А она перпендикулярна и къ прямой ОВ, прове- 
\ денной въ этой плоскости черезъ основате О 

(8 380); и такъ, въ плоскости АБО, изъ точки М 

АТ _ $27 О проведены перпендикуляръь АО къ ОВ и нва- 

М клонная къ ней АВ; слфдовательн6о 40 < АВ. 
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2) Пусть ОВ = ОС; докажемъ, что АБ = АС. Въ прямо- 
угольныхъ треугольникахъ 4ВО и АСО, ВО = С0, АО общая, 
и углы между этими сторонами прямые; слфдовательно и осталь- 
ныя сходетвенныя части равны, т. е. АВ = АС. 

3) Ели ОБ ОВ, то АГ> АБВ. Отложимъь ОС’ = ОВ, 
и проведемъ АС’; тогда въ плоскости АОГ наклонная АД 
больше АС” ($5 50); но 4С’= АВ, ибо эти наклонныя къ 
плоскости равно удалены отъ основашя О, — поэтому АД 
больше АВ. 

Примпчане. Предложене обратное доказывается какъ и въ 
планиметрии подобное предложеше (8 51). 

20. Теорема трехъ перпендикуляровъ.—Лин!я, параллельная перпендикуляру къ 
плоскости, сама къ ней нериендикулярна. — Изъ точки ваф илоскости можно 
опустить на послфднюю только одинъ перпендикуляръ. — Периендикуляры къ 
плоскости всф между собою параллельны. — Лин1и, параллельныя одной и той 

же прямой, параллельны между собою. 

ПрЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 387. Если черезь основаше В перпендикуляра АВ кз 
плоскости ММ провести вз ней перпендикулярь ВС кз произ- 
вольной прямой ПЕ, то эта прямая будеть перпендикулярна 
кз прямой СА, соединяющей основанме вторалю перпендику- 
ляра с5 какою нибудь точкою А перволо перпендикуляра. 

Пусть АВ перпендикулярна къ плоскости ММ, ВС перпен- 
дикулярна къ какой нибудь прямой ДЕ, лежащей въ плоскости 
ММ; надо доказать, что ДЕ перпендикулярна къ СА. Отло- 
жимЪ равныя части СЁЕ= СШ и соединимъ точки Ди Ебъ 

точками Аи В. Въ плоскости ММ по- 
Фиг. 223-я, лучимъ равныя наклонныя ВО = ВЕ 

(8 50); поэтому и наклонныя 4) и АЕ 
къ плоскости равны между с0б0ю (8 386); 
значить перпендикуляръ, проведенный къ 
прямой ПЕ, изъ точки С, въ плоскости 
АЛЕ, пройдетъ черезъ точку 4 ($ 55) 
и совпадетъ съ прямою СА и потому ДЕ 
перпендикулярна къ СА, 
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ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 388. Линля, параллельная перпендикуляру кз плоскости, 
сама к5 ней перпендикулярна. 

Положимъ, что СШ (фиг. 224) параллельна АВ, а АВ 
перпендикулярна къ плоскости ММ; докажемъ, что СШ также 
перпендикулярна къ ММ. 

Плоскость, проведенная черезъ двф параллельныя АВ и СО, 
перес$четь плоскость ММ по лини ВШ, потому что точки В 
и 0) принадлежать обфимъ иплоскостямъ. Прямая АВ перпен- 
дикулярна къ плоскости ММ; слфдовательно она периендику- 
лярна къ прямой ВП, проведенной въ этой плоскости черезъ 

ея основане (5 380); поэтому въ плоскости АВШС прямая 
СП, параллельная АБ, будетъ перпендикулярна къ ВД ($ 12). 

Черезъ точку Д) проведемъ пря- 
мую ЕС перпендикулярно с$- 
ченю ВД, и соединимъ точку 
Л съ какою нибудь точкою А 

перпендикуляра 4В; прямая РС’ 
будетъ перпендикулярна къ РА 

(8 337). И такъ, ЕС перпен- 
дикулярна къ двумъ прямымъ ДБ 
и ДА, проведеннымъ по плос- 

кости АВДОС; слфд. она пер- 
пендикулярна и къ ОС, проведенной въ э1ой плоскости черезъ 
основаше Л ($ 331). И такъ, СХ периендикулярна къ РО 

и къ ОБ, т. е. къ двумъ лимямъ, проведеннымъ въ плоскости 

ММ; слЪд. она перпендикулярна къ самой плоскости ММ ($ 381). 

Фиг. 224-я. 

с А 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 389. Изь точки, внъ плоскости, можно опустить на 
посльднюю перпендикулярз, и только одинз. 

1) Пусть точка А дана вн плоскости М. 

зъ какой нибуль точки Д плоскости М 
Фиг. 225-я. ы 

возставимъ къ ней периендикуляръ ОС, черезъ 

л с точку А и прямую СО проведемъ плоскость, 

|\ | и въ этой плоскости черезъ точку А прове- 

дешь АВ параллельно лини СО. Прямая АВ 

ий будетъ искомый перпендикуляръ; потому что 

М прямая, параллельная перпендикуляру КЪ плос- 

кости, сама перпендикулярна къ этой послёдней ($ 333). 
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2) Озтается доказать, что изъ точки 4, вн плоскости М, 
можно опустить одинъ только перпендикуляръ. Положимъ, что. 
АР также перпендикулярна къ плоскости М. Плоскость, прове- 
денная черезъ эти два переефкающуеся перцендикуляра, встрЪ- 
твтЪ плоскость Л по лиши БЕ; потому что точки Ви К 
лежать ва обфихъ плоскостахъ; и такимъ образомъ получимъ въ 
плоскости АВЕ два периендикуляра АВ и АР къ прамой ВЕ 
изъ точки 4 (8 330), — а это вевозможно. 

$ 390. Сльдств1е. Изъ точки внф плоскости можно опу- 
стить на нее одинъ только перпендикулярт; всф друпя прямыл, 
соединяющия эту точку съ различными точками плоскости, бу- 
дутъ внаклонныл и болфе перпендикуляра ($ 386); поэтому раз- 
стоянме между точкою и плоскостыо измпряется перпен- 
дикуляромз, опущеннымв изз этой точки на плоскость. 

ПрЕдложеНТЕ. 

$ 391. Перпендикуляры кз плоскости параллельны между 
©0бою. 

Пусть прямыя АВ, СО и ГС нериендикулярны къ илос- 
10сти М; точки ВБ, Ри С озвачаетъ пересфченя этихъ пер- 

пендикуляровъ съ плоскостью Л. Черезъ точку О 
нообразимъ линшо, параллельную къ прямой АВ; 

Аст она будетъ  периендикуларна къ плоскости М 
| ($ 388); слЪдовательно совиадетъь съ СД; потому 

Что ИЗЪ точки, взятой на плоскости можно къ ней 

возставить олинЪ только перпендикуляръ; поэтому 
СТ параллельна АВ. Точно также докажется, что 

ЕС’ параллельна АВ и СО; такъ что воф пер- 
пенликуляры къ плоскости М попарно нараллельвы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 392. Лии, параллелныя одной и той же прямой, 
параллельны между собою (фиг. 226). 

Пусть СР и ЕС, порознь, параллельны пряхой АВ; дога- 
жемъ, что СД параллельна ЕС. 

Проведемъ плоскость М перцендикулярно къ прямой АБ; 
какъ прамый СО и ЕС параллельвы АВ, то овф перпенди- 
кулярвы къ плоскости М ($ 385), а слфдовательно параллельны 
жежлу 0600 (8 391). 
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21. Проэкщи точки и лини ва плоскость.— Проэкщая прямой на плоскость есть 
прямая.— Уголъ, образуемый прямою съ плоскостью. 

$ 393. Проэкщией точки на плоскость называется осно- 
ванёе перпендикуляра, проведеннало изь этой точки на плос- 
кость. 

$ 394. Проэкщией какой бы то ни было ими на плос- 
кость называется мъсто проэкийй точекь этой лини на 

плоскость. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 395. Проэкия прямой на плоскость есть также пря- 
мая литая. 

Пусть дана прямая АВ и плоскость М. Чтобы получить 
проэкцю прямай АВ на плоскости М, вообразимъ, что изъ 
точекъ этой прямой опущены перпендикуляры Аа, ВЫ, Се, Ба, 

и т. д. ва плоскость, причемъ точки а, 
Фиг. 179-я. Ь, с, 4 ит. д. означаютъ пересБчетя 

перпендикуляровъ съ илоскостью М. 
Перпендикуляры Аа, ВЫ, Сс, Па ит. д. 

р параллельны между собою ($ 391); до- 
ра кажемъ, что они лежать въ одной плос- 

кости. Вообразимъ плоскоеть черезъ пе- 
ресфкающаяся прямыя 4) и 44а; прямал 
ВО будетъ находитст въ этой плоскости, 
ибо точка ея В лежитъ въ этой плос- 
кости, и ВФ параллельна 4а; то же ска- 
жемъ и о прямыхъ Сс, Да и т. д.; точки 

а, 6, с, Я ит. д. будуть также въ этой плоскости; & 
какъ он лежать и въ плоскости М, то булутъ принадлежать 
перес$ченю плоскости ЛМ съ плоскостью, проведенною черезъ 
пересекающиеся прямыя АЛ и Аа; слЬдовательно а6с4... есть 
прямал линия. 

Прямал ливя опредфляется двумя точками; ел$д. ироэкия 
прямой на плоскости получится, если соединить между со- 
бою проэкцаи двулъ какижъь нибудь ея точекз. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е. 

$ 396. Острый улолз, составленный данною прямою сз 
ся проэмиею на плоскость, меныше всякало ула, образуемало 
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этою прямою с5 линлями, проведенными в5 плоскости про- 
экции черезь основаще данной прямой. 

Пусть прямая АВ пересфкаетъ плоскость М въ точк 4; 
опустииъ перпендивуляръ БЫ на плоскость М: точка 6 означитъ 

проэкщю точки В на плоскости М; со- 
а единивъ точку 6 съ А, получимъ 46 — 

проэкцю прямой АБ на плоскости. Въ 
плоскости М черезъ точку 4 проведеиъ 
какую нибудь прямую АС и докажемъ, 
что /В.46 < ВАС. Отложамъь АС= 4 
и соедизимъ точку С’ съ В. Въ треуголь- 
никахъ 4ВСи АВЬ 6бокъ АВ — общий, 
АС = 4, ВС>ВЬ (3 386), сл- 
довательно Д САВ > Д В4ф. 

$ 397. Умом прямой лини сз плоскостью называется 
острый уюл5, образуемый этою прямою с% ея проэкиею на 

упомянутую плоскость. 

2%. Лин1я, проведенная параллельно прлмой, находящейся въ плоскости, нигдЪ 
не встрфчаетъ этой плоскости.—Плоскости, перцендикулярныя къ одной прямой, 
вигд% не встрфчаются. — ДвЪ плоскости, между собою параллельныя, пересЪ- 
каются третьею плоскостью по лишямъ параллельнымъ. — Прямая, перпендику- 
лярная къ одной изъ параллельныхъ плоскостей, периендикуллрна ко всфмъ. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

& 398. Линя, проведенная параллельно прямой, находя- 
щейся в5 плоскости, нидъ не встръчаеть этой плоскости. 

Пусть прямая СД лежитъ въ плоскости М, 
Фиг. 229. ци АР параллельна ей. Черезъ двЪ параллель- 

ныя АР и СШ проведемъ плоскость; она пере- 
2 В  сфчеть плоскость М по линш СХ; и такъ, пря- 
А мал АВ, находясь въ плоскости АВШС и 6- 

—й дучи параллельна СД, не можеть переефчь плос- 
кости М. 

$ 399. Мы уже замфтили, что прямая называется парал- 
лельною къ плоскости, если она на всемъ протлжени не встр$- 
чается съ нею. Поэтому линёя, проведенная параллельно пря- 
мой, налодящейся на плоскости, параллельна этой посльдней. 
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ПрЕДЛОЖЕНИГЕ. 

8 400. Прямая линя и плоскость, проведенныя перпен- 
дикулярно кз одной и той же прямой лищи, параллельны 
между собою. 

`‘’ Положимъ, что прямая АС и плоскость М перпендику- 
лярны къ прямой 46; надо доказать, что прямая АС парал- 
лельна плоскости М. Черезъ двф пересБкающияся прямыя АС 

и АБ проведемъ плоскость; поло- 

Фиг. 280-л. жимъ, что она пересфчеть плоскость 
М по лини ВО, она пройдетъ че- 
резъ точку В — общую прямой АВи 
плоскости М. Прямая АБ перпендику- 
лярна къ ирямой ВШ (5 330); она 
же перпендикулярна и къ прямой АС. 
И такъ, прямыя АС и ВО, вахо- 
дясь въ одной плоскоми АВШОС, 

перпендикулярпы къ одной и той же 
прямой АВ; слфд. он$ параллельны между с0б00; отсюда заклю- 

чаемъ ($ 399), что прямая АС параллельна ‘плоскости М. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 401. Плоскость, проведенная черёЗз прямую, парал- 
лельную данной плоскости, можеть пересъчь эту послъднюю 
только по лими, параллельной данной прямой (фиг. 229). 

Пусть прямая АВ параллельна плоскости 1; черезъ АВ и 
какую нибудь точку С’ плоскости М проведемъ плоскость 4ВОС 
и положимъ, что СШ есть перее$чеше ел съ плоскостью М; 
надо доказать, что прямая АВ параллельна прямой СШ. Пря- 
мыя АВ и СШ находатея въ одной плоскости АБШС, притомъ 
АВ никогда не встрфтится съ плоскостью М, по условю; а 
слфд. АВ не можеть ветрфтиться съ прямою СО, которая лежитъ 
въ плоскости М. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 402. Плоскости, перпендикулярныя кз одной прямой 
лини, нидъ не встръчаются. 



Положимъ, что плоскости Ми М перпендикулярны къ пря- 
мой АВ, а точки А и В находятся на этихъ плоскостяхъ: 4 

ва М, а Б на №. Если допус- 
Фиг. 231-я. тить, что плоскости Ми М ветрф- 

М тятся, и какую нибудь точку С 
ихъ с5чешя РО соединить съ 

| точками 4 и ВБ, то найдемъ, что 

АВ будетъ перпендикулярна къ - . уд риендикулярн: 
АС, потому что АС проходить 
по плоскости М черезъ основане 
А перпендикуляра къ плоскости 
(8 380); по той же причин$ АВ 
перпендикулярна къ ВС; сл%до- 
вательно въ плоскости АВС было 
бы опущено два перпендикуляра 
изъ точки С на прямую АВ. 
И такъ, нельзя допустить, что. 

плоскости Ми № встрфтатся. 

$ 403. Де плоскости называются параллельными, если 
онъ не встръчаются, сколько бы иль ни продолжали. 

Й такъ, двъ плоскости, перпендикулярныя кз одной пря- 
мой лини, параллельны между собою. 

ПрРЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 404. Параллельныя между собою плоскости перестка- 
ются третьею плоскостью по линлямз параллельныме. 

Пусть сфчемя параллельныхъ плоскостей М 
и № третьею плоскостью будутъ АС и ВО. 

я «7 Эти сЪченя, находясь въ параллельныхъ плоско- 
т] \ стяхь, не иогутъ ветрфтиться; притомъ онф и 

[в %/ въ одной плоскости АВФС; слфдовательно АС 
“ и ВО параллельны одна другой. 

Фиг. 232-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 405. Прямая, перпендикулярная кз одной изё парал- 
лельныхз плоскостей, перпендикулярна ко всъмь остальнымз. 

Пусть плоскости М, Ми Р попарно параллельны, и АС 

перпендикулярна къ плоскости №; докажемъ, что АС перпен- 
дикулярна къ плоскостямь № и Р. 



Черезъ прямую АС ипроведемъ какую нибудь плоскость; она 
перес5четь илоскости М, №Ми Р по линямъ параллельныхь 4.4’, 

ВБ’ и СС’; такъ какъ АС перпендикулярна 
Фиг. 258-л. къ АА’ ($ 380), то она перпендикулярна и 

къ линямь ВБ’ и СС’ ($ 12). Проведя какую 
нибудь другую плоскость черезъ прямую АС, 
найдемъ, что АС перпендикулярна къ двумъ 
прямымъ, проведеннымъ, на каждой изъ ило- 
скостей № и Р; слфдовательно она перпен- 
дикулярна и къ самииъ плоскостямъ (5 381). 

8 406. Слъдетв1е. Де» плоскости, параллельныя третьей, 
параллельны между собою (фиг. 233). 

ДъЪйствительно, если плоскости Ри М параллельны плоскости 
М, то перпендикулярь АС къ плоевости М будетъ перпенди- 
вуляромъ къ плоскостлиъ № и Р; елфдовательно эти плоскости 
параллельны между собою ($ 402). 

23. Части инараллельныхъ лин, отсфкаемыл двумя параллельными плоскостями, 
равны между собою. — Когда стороны двухъ угловъ, лежащихъ въ разныхъ 
плоскостяхь, соотвфтственпо параллельны, то углы раввы межлу собою, или, 
взятые "мфстЪ, составляютъ два прямые угла, а илоскости ихъ взаимно парал- 
лельны. — Части двухъ прямыхт, -отсфкаемыл тремя параллельными плоскос- 

тями, пропорщональмы между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 407. Части параллельныхь лин, отсткаемыя двумя 
параллельными плоскостями, равны между собою (фиг. 232). 

Пусть плоскости М и №, а также прамыя АБ и СО пз- 
раллельны между собою; точки 4, С, В и Ш означаютъ пере- 
©<Ъченя прямыхъ съ плоскостями. 

Черезъ дв параллельныя лини 4Ви СШ проведемъ плос- 

коеть; она разсфчетъ параллельныя плоскости М и М по ли- 
вямъ параллельным АС и ВД; и такъ, въ плоскоти АСОВ 
части параллельныхь АВ и СО, отекаемыя параллельными АС 
и ОВ, равны между собою. 

8 408. Слфдетвле. Разстоящя между параллельными 
плоскостлми повсюду одинаковы. 
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Въ самомъ дфлф, перпендикуляры, возетавленные изъ двухъ 
какихъ нибудь точекъ, взятыхъ на одной изъ параллельныхъ 
плоскостей, до пересфчетял съ другою плоскостью, равны между 
60б0ю; потому что они параллельны между 0обою и отевчены 
параллельными плоскостями. 

ПрЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 409. Кода стороны двухз улловз, лежащихь вз различ- 
ных плоскостях, соотвътственно параллельны, то умы 
равны между собою, или, взятые вмъстт, составляють два 
прямые ума, а плоскости итз взаимно параллельны. 

Пусть ВА и ВС соотвфтетвенно параллельны бокамъ В’.А” 
и ВС’. 

1) Докажемъ, что ( АВС = А’В’С’. Отложимъ произволь- 
ныя, но равныя части, ВА = ВА’ и ВС= ВС’, и проведемъ 
прямыя 44, ВВ’, СС’, АС и АС’. Прямыя АЛ’ и ВВ, 

соединяющия концы равныхъ и параллель- 
Фиг, 284-я. ныхЪ лин, равны между собою и парал- 

лельны ($ 120); по той же причин СС” 
и ВБ’ равны между собою и параллельны. 
Отсюда слфлуетъ, что А.А’ и СС’ равны 
между собою и параллельны ($ 392); 
велёдетв1е чего и АС= 4А’С’; сл\до- 

вательно, въ треугольникахъ АВС и 
А’В’С’, три стороны одного равны тремъ 

сторонамъ другаго, — значатъ и сходетвен- 
ные углы равны, Д АВС=САВ’С’ 

Продолживъ бокъ БВБ’С’, получимъ смежпые углы, слёд. 
ДАВС-+ИАВО = 23а (4 означаетъ прямой уголъ); поэтому 
ДАВС-ЕАВ’а = 24. 

2) Плоскости угловъ АВС и А’В’С’ параллельны между собою. 

Изъ вершины В возставимъ перпендикуляръ къ плоскости 

АВС, до пересфчешя съ плоскостью ЛГ угла А’В’С”, въ точк® 

Г; черезъ эту точку, въ плоскости 21, проведемь ДЕ и БЕ, 

соотвфтетвенно параллельныя В’С’и Б’А; онЪ же будутъ. па- 

раллельны бокамъ ВСи ВА ($ 392). Перпендикуляръ ВО къ 

плосколи АВС — перпендикуларень къ прямым ВС и ВА, 

проведеннымъ по этой плоскости черезъ основаше В; стало быть 

ВЛ перпендикулярна и къ ДЕ, и кь ОЕ; ибо онЪ соотвфт- 
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ственно параллельны лимямъ ВС и ВА. И такъ, ОВ перпен- 
дикулаярна къ плоскости М ($ 381); значить двф плоскости М 
и АБС перпендикулярны къ прямой ВО; слфдовательно онф па- 
раллельны между собою (5 402). 

$ 410. Умомз двулз прямыхз, не переспкающихся и не 
параллельных, называется полз, образуемый прямыми, про- 
веденными черезз какую нибудь точку параллельно данным 
прямым в5 одинаковом» направлении сз ними. 

Если даны дв прямыя, и извфетно ихъ направлене, то 

уголъ, образуемый этими прямыми, будетъ одинъ и тотъ же, 
при какой бы точкф ни былъ построенъ этотъ уголъ (8 409). 

ПрЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 411. Части двухь прямыхь, отсткаемыя тремя парал- 
лельными плоскостями, пропориюнальными между собою. 

Положимъ, что плоскости М, МиР параллельны между со- 
бою, и дв прамыя АС и А’С’ перебфкаютъ ихъ въ точкахъ 
А, В, С, А, В’и С’. Докажемь, что, наиримЪръ. 

АВ: АВ’= ВС: ВС’ 
а Черезь точку А’ проведемъ прямую 

„4’Е параллельно лини АС; точками Ди Р 
означимъ пересвченя прямой съ илос- 
костлии №Ми Р. Плоскость, провеленная че- 

резъ дв пересфкаюцщиаяся лиши “Си 4, 
пересфчеть плоскости № н Р по параллель- 
нымъ лимямъ В')и С’РЕ. И какъ, въ тре- 
угольникё АСЕ хорда Б’О параллельна 
боку С’Е; слд. АР: АБ = ЕР: БС’. 

Но части параллельныхь АВ и А), а также ВБСи БЕ, от6$- 
ченныя параллельными плоскостями, равны между с0б00; поэтому, 
ветавивъ въ предъидущую пропорцю, вуфсто ДР и ОЕ, пмъ. 

равныя, получимь АВ: А’В’= ВС: В’С’ 
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24. Двугранные углы, ребро, грань или сторона. — Изыфрене двугранныхъ 
угловъ. — Плоскости взаимпо-перпендикулярныя. — Свойства двугранныхъ угловъ, 
происходящихъ отъ пересфчен!я двухъ параллельныхъ плоскостей какою ни есть 
ияосвостью. — Дв$ илоскости, изъ которыхъ одва проходитъ черезъ перпенди- 
куляръ въ другой, взаимно-перпендикулярни. — Периендикузяръ къ общему пере- 
<$чен1ю двухъ взаимно-периендикулярныхь плоскостей, проведенный въ одной 
изъ нихъ, нерпендикуляренъ кь другой. — Плоскость, перпендикулярная къ двумъ 
перес$кающимся илоскостямьъ, периендикулярна къ ихъ пересЁчен!ю, и наоборотъ. 

$ 412. Двураннымь уломз называется пространство между 
двумя пересфкающимися плоскостяши, ограниченными линею ихъ 
перес$ чения. 

Линия эта называется ребром, а двф его плоскости — зра- 
нями или сторонами двуграннаго угла. 

Двугранный уголъ означается четырьмя бук- 
вами: ДВЪ средв!я означаютъ ребро ВС, а край- 
мя — какя нибудь дв точки А и ДЛ) на его 

траняхъ. Если же при ребрф одинъ только уголъ, 
то его можно означить только двумя буквами, 
поставленными на ребрЪ. Поэтому двугранный 
уголь между плоскостями АС и СР’ читается 
АВС или ОВСА или просто уголь ВС. 

Двугранные углы называются равными, если при наложени 
ихъ ребра и грани совифщаются. 

Отъ пересфченя плоскости другою плоскостью, ограниченною 
ихъ пересфчентемъ, т. е. непродолженною по другую сторону 
первой плоскости, образуются два смежные двуранные мла. 

Деуфранные улы называлотея противоположными, если 06$ 
грани одного составляютъ продолжен!е граней другаго угла. 

Если смежные двугранные углы равны между собою, то каж- 
дый называется дрлмым5 двураннымь умомд. 

Фиг. 256-я. 

ПрРЕДЛОЖЕН1Е. 

8 413. Если черезз камя нибудь точки, взятыя на ребръ 
па двуранналю уфла, провесть плоскости, пер- 

А пендикулярные кз ребру, то пересъченля ить 
сз зранями ума образуютз равные между 

ы Е в  с0б0ю лы. 
5 Возьмемъ дв точки Ри Е” на ребрБ АБ 
> `  Двуграннаго угла САВЛ и проведемъ плоско- 

В < сти НЕС и НЕС” перпендикулярно къ АВ; 
онф параллельны между собою; поэтому и пере- 
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сВченя ихъ ЕНи Е’Н’съ гранью АСВ также параллельны между 
<0обою. По той же причин пересфченя РС и ЕС’ также па- 
раллельны. И такъ, бока угловъ НРА и НЕ’С” параллельны; 
слфдовательно углы равны, т. е. Д НРа =(Н’Е’С’ ($ 409). 

8 414. Уюлв (НЕС), которао бока перпендикулярны 
кз ребру и лежатз вз зраняхь двураннаю пла, называется 
1ломз наклонентя этозо посльдняю. И такъ, для построеня 
угла наклонения, надобно черезъ какую нибудь точку ребра дву- 
траннато угла провесть къ нему два перпендикуляра, одинъ въ 
одной грани, а другой — въ другой грани; уголъ между этими 
перпендикулярами и будетъ уголъ наклоненя и будетъ лежать 
въ плоскости перпендикулярной къ ребру (8$ 381). Для даннаго 
двуграннаго угла уголъ наклоненя всегда одинаковъ, постояненъ, 
при какой бы точкВ ребра ни строили этотъ уголъ ($ 413). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 415. Два двуфранные ума равны между собою, если 
ихз лы наклоненя равны. 

Пусть въ двугранныхъ углахъ СВАШ и НСЕТ углы на- 
клонвешя СВР и НОТ равны между собою. Такъ какъ СВО 

есть уголъ наклоненя, тт ВО и ВС 
Фиг. 298-л. перпендикулярны къ ребру АВ и ле- 

жать въ его граняхъ; слфдовательно 
д Е 

ребро АВ перпендикулярно къ плос- 
кости СВО. По той же причин® 
ребро Е перпендикулярно къ плос- 

а С кости НСТ. На этомъ основании, если 
с он ^\,  совибстить уголь НОТ съ утломъ 

СВО, то ребро ЧЕ пойдетъь по ВА; 

пначе было бы возставлено два перпендикуляра къ плоскости 

СВТ; слёдовательно трань РС-Т совмфститея съ гранью АВД, 

потому что 06% проходятъ черезъь двЪ перескающияся прямыя 

ВАи ВЛ; по той же причинв грань НЯ Е совуфотится съ АВС. 

Итакъ, двугранные углы РО и АВ равны между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 416. Вз равныхё двуфранныхь уматё умы наклонещя 

равны. 
15 
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И дЬйствательно, если совмфстимъ равные двугранные углы, 
и построимъ въ разныхь точкахъ ребра углы наклонен!я, то, 
на основаши 8 413, вайдемъ, что эти углы равны между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 417. Вз двуфанномь прямомз умь уюль наклонещя 
прямои. 

Пуеть уголь АСВМ праной; значить, онъ равенъ смеж- 
ному съ нимъ углу АСВ1 ($ 412). Черезъ какую 

Фиг. 239-я.  кпибудь точку С ребра ВС проведемъ ТК въ 
плоскоети Ми СР въ плоскости АВ, — объ 
перпендикулярно къ ребру ВС, — получимъ углы 
наклонени РАК и РСТ; они равны между со- 
бою, потому что соотвфтственные имъ двугранные 
углы равны ($ 416); по этому уголь ЕаК 
прямой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

$ 418. Если уюль наклонемя двуфаннаю ума прямой, 
то и делранный уюлз прямой. 

Пусть въ двугранномъ угл АСВМ уголъ наклоненя РОК 
прямой; надо доказать, чо ( АСВМ = АСВТ. Продолживъ 
грань СМ и бокъ ЯК, получимъ двугранный уголь АСВГ и 
его уголъ наклоненя РОГ; но ( Еа1 = ЕСК, ибо РОК — 
прямой; слЪд. двугранный уголъ АСВМ = АСВТ ($ 415); 
значить, каждый изъ вихъ прямой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

$ 419. Прямые двущанные умы равны между собою. 
И дЬйствительно, углы наклонешй прямыхъ двугранныхъ 

угловъ суть прямые углы (8 417); слфдовательно они равны 
между собою; а равенство угловъ наклонеюмй влечетъь равенство 
двугранныхъ угловъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 420. Доуфранные уулы пропормпональны своимъ умамь 
наклонена. 

1-е. Возьмемъ какой нибудь двугранный уголь М№АВМ и 
построимъ его уголъ наклоненя ДОС. Въ илоскости этого угла 
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проведем прямую РО; получимъ уголь РОС, большй угла 
РОС. Проведя плоскость черезъ РО и АВ, иполучимъ дву- 

гранный уголь РАВМ, очевидно, больший угла 
МАВМ; з угломъ наклоненя сего будетъ РОС, 
потому что 4В, будучи перпендикулярна къ двумъ 
линямь ОБ и ОС, перпендикулярна и къ ОЕ, 
проведенной въ плоскости ДОС. И такъ, съ уве- 
личенемъ угла наклонения, увеличивается двугран- 
ный уголъ: въ этомъ состоитъ первое услов!е- про- 
порщональности (5$ 336). 

Фиг. 240-я. 

2-е. Въ плоскости угла наклоненя ПОС одвуграннаго угла 
МАВМ отложимъ углы СОГи РОН равными ДОС; а че- 
резъ АВ и ОН, АВ и ОЕ проведемъ плоскости; получимъ три 

равные двугранные угла М4ВМ№, МАВА, ВАВО, 
потому что ихъ углы наклоненя равны. Поэтому, 
съ увеличешемъ угла наклоненя ДОС, напри- 
мръ, втрое, и соотвфтствующай ему двугранный 

уголъ МАВМ увеличивается также втрое: это 
второе услове пропорщюональности ($ 336). И 
такъ, двугранные углы пропорщональны ихъ 
угламъ наклоненай. 

Фиг. 241-я. 

6 421. Сльдетв!е. Деумранный уюлз измтряется ею 
илом наклоненая. 

Возьмемъ какой нибудь двугран- 
Фиг, 242-. вый уголь МЕОВ и положимъ, 
—_» что \голъ 4ОВ есть его уголъ 

и М наклонена; сравнимъ этотъ  дву- 
гранный уголъ съ прямымъ двугран- 
нымЪ угломь РОО, котораго уголъ 

ы с наклонения пусть будетъ РПФ. На 
основанши предъидущаго параграфа, 

имфемъ 

/МЕРОВ САОВ 

[РОС [РОО 

Изъ этого равенства слфдуетъ, что число единицъ, заклю- 
чающихея въ углф АОВ, когда прямой уголь РФ принатъ за 

единицу, равно числу единицъ, заключающихся въ двугранномъ 

угл МРОВ, когда двугравный прамой уголь РОС@Ф принять 
15* 
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за единицу; слфдовательно, мюра двуфаннаю ума та же, 
то и ею здла наклоненя. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 422. Сумма смежных двуфанныхв улов равна двум 
прямым двураннымз уламз (фиг. 239). 

Черезъ какую нибудь точку С ребра ВС двухъ смежныхъ 
двугранныхъ угловъ АСВГи АСВМ проведемъ плоскость 14КГ, 
перпендикулярную къ ребру ВС; такимъ образомъ получимъ 
углы наклоненй РСК и РСТ давныхь двугранныхь угловъ; 

сумма этихъ угловъ наклонен!й равна двумъ прямымъ угламъ; 
но какъ двугранный уголъ измфряется его угломъ наклоненя, а 
двунъ прямымъ линейнымъ угламъ соотвфтетвуютъ два прямые 
двугранные угла, то сумма двугранныхъ угловъ АСВГи АСВМ 
равна двумъ прямымъ двуграннымъ угламъ ($ 411). 

в 423. Точно также докажутся слфдующия предложения. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

Сумма всъхь послъдовательныхь двуфанныхь уловз по 
одну сторону плоскости, при общем» ребръ, равна двумз 
прямым5 двуфранным5 улламз. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

Сумма встъхз послльдовательныь двуранныхь уловз, имтю- 
щиль общее ребро, равна четыремь прямымь двуфаннымь 
умамз. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

Противоположные двуфранные умы равны между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 424. При переспчени двуть параллельныхь плоскостей 
какою нибудь съкущею плоскостью: 

1) внутренне перекрестные двуранные умы равны; 

2) внюшиме перекрестные двуфранные узлы равны; 

3) соотвътственные двуранные умы равны; 
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4) и 5) сумма внутреннихь уловз, а также сумма вниш- 
нихз деуранныхь ул0вз, по одну сторону спкущей плоско- 
сти, равна двум прямымз двеураннымь уламе. 

Пусть плоскости М и М параллельны между собою, и раз- 
сфчены плоскостью РК; с5чешя АВ и СГ будутъ параллельны 
между собою ($ 404). 

Черезъ какую нибудь точку В ребра АВ проведемъ плос- 
кость ЕВС, перпендикулярную къ нему: она же будетъ перпен- 
дикулярна и въ СО, какъ параллельной съ АВ (6 415); при- 

томъ эта плоскость пересфчетъ плоскости 
Фиг. 248-я. М и М№по параллельнымь лишямь ВС 

и ОН. Эти параллельныя съ сФкущею 
ЕК образуютъ восемь угловъ наклоне- 
н1й, которые соотвфтствуютъ восьми дву- 
траннымъ угламъ при ребрахъ АВ и СЛ. 
Такъ какъ плосюе углы: внутренне пе- 
рекрестные, внфши!е перекрестные и`со- 
отвфтетвенные равны между с0б0ю, то 
двугранные углы Т%хЪ же наименова- 
й также равны. Такъ какъ плоскле 
углы внфшн!е или внутренне, по одну 
сторону сЗкущей лини, составляютъ два 
прямые угла, то жвугранные углы т№хЪ 
же наименованй даютъ въ сумм два 
прамыхъ двугранныхъ угла. 

Примпчанме. Пать предложенй, обратныхъ здЪфеь доказан- 

нымЪ, будутъ тогда только справедливы, когда ребра двугран- 
ныхЪ угловъ будутъ параллельны. 

25. ДвЪ плоскости, изъ воторыхъ одна проходитъ черезъ периендикуляръ къ дру- 
гой, взаимно-перпендикулярны.— Перпендивуляръ къ пересфчен!ю двухъ взаимно- 
перпендикулярвыхъ плоскостей, проведенный въ одной изъ вихъ, перпендикуля- 
ренъ въ другой.—Плоскость, перпеядивуларная къ двумь иерес$кающимся плос- 
востямъ, перпендикулярна къ ихъ сфченю и на оборотъ. — Плоскость, парал- 
лельная лини, перпендикуляриой къ плоскости, сама перпендикулярна къ этой 

посл дней. 

$ 425. Перпендикулярною плоскостью къ другой плоскости 
называется такая плоскость, которая съ другою образуеть рав- 
ные смежные углы; углы эти, какъ извфетно, — прямые двугран- 
ные, а углы ихЪъ наклоненй— плоске прямые. 
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Если плоскость, перпендикулярную къ другой плоскости, про- 
должить, то образуются четыре равные двугранные угла, потому 
что ихъ углы навлоненй будутъ прямые и, слфдовательно, равны 
между собою. Поэтому каждая изъ этихъ плоекостей будетъ пер- 
пендикулярна къ другой; тавля плоскости называются взаимно- 
перпендикулярными. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 426. Дею плоскости, изз которыль одна проходи че- 
резз перпендикулярз к5 друюй, взаимно-перпендикулярны. 

Положимъ, что прямая СЛ перпендикулярна въ плоскости 
М; догажемъ, что плоскость № перпендикулярва въ М, или, 
что то же, что уголь наклоненя двуграннаго угла— прямой. 

Проведя въ плоскости № перпендивуляръ СЁ къ ребру АВ, 
получиуъ уголь наклонемя ДОСЁ; потому 

Фит. 244-я. что СО, какъ перпендикуляръ къ плоско- 
стя М, перпендикулярна и ко вефиъ ли- 

0. няуЪъ, АБ, СЕ, проведеннымъ по плос- 
кости черезъ ея основане; значить уголъ 

В наклоненя ОСЕ и соотвфтетвующй ему 
м двугранный уголь — прямые (5 418); сл$- 

А Е довательно плоскости № и М взаимно-пер- 
пендикулярны. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 421. Перпендикулярз кз общему пересъченю двухь вза- 
имно перпендикулярныхь плоскостей, проведенный в5 одной 

изз нить, перпендикулярень кз друюй (фиг. 244). 
Пусть плоскости № и М взаимно-перпендикулярны, и пря- 

мая СШ, находящаяся въ плоскости №, перпендикулярна къ пе- 

ресфченю АВ; докажемъ, что СШ перпендикулярна и къ плос- 

кости М. 
Проведя по плоскости М перпендивулярь СЁ ЕЪ общему 

сфченю АВ, получимъ уголъ наклонемя ОСР двуграннаго угла 

МАВМ; а какъ этотъ послфдий, по условю, прямой уголъ, 

то и уголъ наклоненя ДОСЕ ($ +417) также прямой. И тажъ, 

прямая СШ перпендикулярна къ двушъ прямымь АВ и СК, 

проведеннымъ по плоскости Л черезъ ея основание; слЪдов. она 

перпендикулярна и къ самой плоскоети М (5 381). 
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ПрРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

$ 428.- Перпендикулярь кз одной из» двухз взаимно-пер- 
пендикулярныхь плоскостей, проведенный через5 какую нибудь 
точку общело ить перестченля, лежитз в5 друшй плоскости 
{фиг. 244). 

Допустимъ, что иерпендикуляръ, возставленный къ плоско- 
сти М изъ точки С, ве лежитъ въ плоскости М№, которая пер- 
пендикулярна въ 1; тогда, проведя въ плоскости № перпенди- 
куляръ СР къ пересфченю АВ, найдемъ, что онъ будетъ пер- 
цендикуляренъ къ плоскости М ($ 427); слфдовательно, изъ 
одной точки С будутъ два перпендикуляра къ плоскости М, — 
выводъ нелфпый. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 429. Плоскость, перпендикулярная, порознь, кз двумз 
яересюкающимся плоскостям5, перпендикулярна кз илё ст- 
ченлю. 

Пусть плоскость М перпендикулярна къ плоскостямь АВС 
и АВО; докажемъ, что плоскость М перпендикулярна ЕЪ ихъ 

сфченю АВ. 
Вто: Изъ точки В, общей тремъ плоскостямъ, 

м возставииъ перпендикуляръ къ плоскости М; 
онъ долженъ лежать, въ одно время, на двухъ 
плоскостяхъ ($ 428) ЯВС а АВР; слёдо- 
вательно долженъ совпасть съ ихъ пересЪче- — 

Вр \ г 
== м щемъ АВ. 

ПРЕДЛОЖЕН1Е (ОБРАТНОЕ). 

6 430. Плоскость, перпендикулярная кз пересъченю двул» 

плоскостей, перпендикулярна к5 каждой изь нитз. 

Пусть плоскость М перпендикулярна къ пересфченю АВ 

плоскостей АВС и АВШ. Каждая изъ этихъ плоскостей про- 

ходитъ черезъ перпендикулярь АВ къ плоскости М; слфдова- 

тельно каждая перпендикулярна къ плоскости М (5 426). 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 431. Плоскость, параллельная лини, перпендикулярной 

*з какой нибудь плоскости, сама перпендикулярна кз этой 

послъдней. 
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Пусть плоскость № параллельна прамой АВ, которая пер- 
пендикулярна къ плоскости №; надобно доказать, что плоскость 
а № перпендикуларна къ М. Черезъ прямую 

< АВ и какую нибудь точку С сфчемя РС’ 
плоскостей М и М проведемъ плоскость; 
сфчеше ея СД въ плоскостью М№ будетъ па- 
раллельно АБ ($ 401). Велфдетые парал- 
лельности прямыхъ АВ и СО, эта посл$д- 

ная будетъ перпендикулярна къ плоскости 
М ($ 333); слфдовательво плоскость № 
перпендикулярна къ плоскости М ($ 426). 

26. Многогранные углы.— Вся плосюй угозъ многограяпаго угла менфе суммы 
всфхъ остальныхъ. — Въ многогранномъ углф, съ углами исходящими, сумиа. 
всЪхъ плоскихь угловъ менфе четырехъ прямыхъ.— Равенство трегранныхъ угловъ. 

8 432. Мноющаннымз умомз называется пространство иежду 
вфсколькими плоскостями, проходящими черезъ одну точку, въ 
которой он и оканчиваются. Точка эта называется вершиною 
иногограннаго угла; а лини взаимнаго пересченя сосфдетвен- 
ныхъ плоскостей — ребрами; плоскости же — ранями. Мното- 
гранный уголъ именуется числомъ своимъ граней, такъ: тре- 
зранный уголь — о трехъ граняхъ, четыреранный — о четы- 

рехъ граняхъ и т. д. 
Части многограннаго угла суть; 1) ребра, 2) грани, 3) плос- 

ке углы въ этихъ граняхъ, у кихъ общая вершина — въ вер- 
шинЪ многограннаго угла, и 4) двугранные углы, которыхъ ребра 
составляютъ ребра многограннаго угла. 

Многогравные углы равны между собою, если ихъ вершины 
и ребра соотвфтетвенно совифщаются. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

$ 433. Всякиё плосмй улолз мноюфаннаю ума менте 
суммы встъхз остальныхь плоскихь улове. 

1) Разсмотримъ сперва трегранный уголь 5.АВС, котораго 
вершина въ точкф 5 (фиг. 247). 

Предложен!е становится очевиднымъ, когда идетъ дфло объ 

углф, меньшемъ одного изъ остальныхъ двухъ угловъ или рав- 
номъ ему; потому что, если уголь а меньше или равенъ углу 6, 
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то подавно онъ будетъ меньше угла 6, сложеннаго съ третьимъ 
угломъ. 

Положимъ, что уголь А5В больше каждаго 
Фиг. 247-я. — узъ остальныхъь угловъ АБС и В5С; докаженмъ, 

чт0 / АбВ</А5С+ / ВБС. 
-4 Въ плоскости АБВ построимъ /В5р=/В5С; 

прямая ЭД) пройдетъ въ угл АБВ, потому что 
р этоть уголъ, по условю, больше угла ВЭС. Въ 
``? _\7”В плобкости АБВ проведемъ офкущую АВ, кото- 

|. рая встрфтила бы вс три прямыя бА, 6) и 
ЭВ; отложинъ °С = 5), и проведемъ прямыя 

АСи ВС. 

Въ треугольникахъ ВСби ВШб дв% стороны равны, 8 С=5Л, 
ЮВ — общая, и углы между ними равны, 4 В5С = В5О; сл%- 
довательно и остальныя сходетвенныя части раввы, ВС = ВО. 

Прямая АВ, или А) + Вр<АС-- ВС; а отвявъ поровну, 
ВО и ВС, получинъ АД< АС. Въ треугольникахъ АОБ и 
АСС сторона АД< АС, 5) = 50, и бА — общая; сл$дова- 
тельно (/ Аб) < / АБС; придавъ къ обфимъ частямъ этого не- 

равенства поровну — къ первой части Д В5Ш, 
Фиг. 2484. аз ко второй / В&С, получимъ 

ь /А$р+ (В80< 1. А8С + [В5С, 
мы. 

или / А5В</А5С+/В5С. 
2) Раземотримъ теперь многогранный уготъ 

БАВСЬЕ, котораго вершина въ 5, а трани 
суть бАВ, 5ВС, 8СО, БОЕ и БЕЛ; дока- 
женъ, что 

ДАБВ</АБЕ-+ (ВС (05) -+ 1 ЕЗр. 

Черезъ ребра ЗЕ и 5В, БЕ и 5С проведемъ плоскости. 
Изъ трегранныхъь угловь ЗАВЕ, ЗВСЕ и ЭСБЕ послрдова- 
тельно получимъ 

| 

ми 
|. 

[АЗВ < АБЕ + [ ВБЕ, 
/ВЗЕ< /В50+ / ЕБС, 
[ЕЗС < [080+ / ЕЗФ. 

Сложивъ эти неравенства и отнявъ обще члены отъ обфихъ ча- 
стей, найдень / АБВ < /АЗЕ+ / В5С + ( С50-+ЕЕЗШ. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 434. Вз мноютранномз ум, с5 умами истодящими, 
сумма всъхь ею плоскихз Ч1л0вз меньше четыреть прямылз. 

Возьмемъ многогранный уголъ ©, составленный гранями 5А’В’, 
5АО’, 5О’С и 5С’В’; надо доказать, что сумма угловъ 

АВВ НАБУ +В 5С’ < 4а. 

Проведемъ плоскость АВСР и положимъ, что она перес- 
каегъ грани многограннаго угла © по лишямь АВ, ВС, С;и 
АР. Изъ какой вибудь точки О, взятой внутри многоугольника 

АВСО, проведемъ прямыя ОА, ОВ,,... во 
Фиг. 249-л. вс$ вершины. При точкф О получимъ столько 

треугольниковъ, сколько ихъ при вершинЪ 
5; поэтому сумма угловъ треугольниковъ, 
имфющихъ вершины при О, равна суммЪ 
угловъ треугольниковъ, которыхъ вершины 
при 5. Но въ трегранномъ углф А имфемъ: 
[РАО+ГОАВ, или 

[ОАВ</04Аб-+ (ВАБ 
(8 433); также при вершин В треграннаго 

угла имфемъ: 

ДАВО- С ОВС, пли (АВС< АВ СВ, ит. д. 

И такъ, сумма угловъ при основамяхъ въ треугольникахъ, ко- 
торыхъ вершины въ О, меньше суммы угловъ при основаняхъ 
въ треугольникахъ, которыхъ вершины въ 95; поэтому сумиа 
угловъ при вершинф О больше суммы угловъ при вершинЪ ©. 
Но сумма угловъ при вершин$ О равна четыремъ прямымъ; сл$- 
довательно сумма плоскихъ угловъ при вершин$ © въ много- 
гранномъ угл меньше четырехъ прямыхъ. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 435. Трефранные лы равны между собою, если плоски 
Ч0л5 и два прилежашие двуранные уула одною равны плос- 
кому у1лу и двумь прилежащимь кз нему двураннымь мламь 
вз друюм5 треранномь улъ; и если, притомз, части эти 
одинаково расположены. 

Пусть въ трегранныхъ углахъ би 5, 1/А5В =( АБВ’, 
и двугранные углы равны: 

[ САбВ =Д С'А5В, [СВБ5А = СВБА.. 
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Вифетимъ трогранный уголъ 5’ въ © такъ, чтобы вершина 5’ 
совпала съ вершиною 5, и бока 5А’ и 5’В’ совифетились бы 
съ боками ОА и ОВ; грань 4’5’С” пойдетъ по грани АБС, по- 

тому что двугранный уголъ 5’.А’ равепъ 
углу 5.4; слфдовательно ребро БС’ 

5—9 должно находитьел на плоскости А5С. 

‚ По равенству двугранныхъь угловъ б’В’ 
‚ / и В, грань В’5’С’ пойдетъ по грани 
, т В5С, и ребро 5’С” будетъ лежать на 
А. А \ В’ плоскости ВОС. И такъ, ребро 5’С’, въ 

с [и одно время, должно быть на двухъ 
Граняхъ А5С и В05; слфдовательно оно совпадетъ съ ихъ 
перес$ченемъ 9(; поэтому трегранные углы равны. 

Фиг. 250-я. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 436. Треранные умы разны между собою, если дву- 
зранный и два прилежашие кз нему плосме лы в5 одномь 
равны двуранному уму и прилежащимь кё нему двумз плос- 
кимз умамз друою; и если, притом, части эти одинаково 
расположены (фиг. 250). 

Положихъ, что двугранный уголь 9А = 5’.А”, и прилеваще 
плосме углы равны: / СбА = С'5’А, [АВ=ГАБВ.. 
ВыЪетимъ трегранный уголь 5’ въ 6 такъ, чтобы вершина 5’ 
совпала съ 5 и ребра 5’В’и БА’ совпали бы соотвфтственно 
съ ЭВ и 5А; это всегда возможно, потому что, по условю, 
уголь 4А5В = А'5’В’. По равенству двугранныхъ угловъ ©.’ и 
5А, грань 4”5’С” пойдетъ по 49С; а какъ плоск1е углы .4'5”С” 
и А5С равны между собою, то ребро 5’С” совм$етитея съ реб- 
ромъь ©5С. И такъ, трегранвый уголь ©’ равенъ углу 5. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

© 487. Трефранные умы равны между собою, если ить 
плоске уллы, порознь, равны и одинаково расположены. 

Пусть (4590=/4А'5’С’, /В5С=ЕВ’Б С’, [АВВ=Г АБВ’ 
вадо доказать, что трегранные углы 5 и ©’ равны между собою. 

Отложииъ, по ребрамъ отъ вершинъ 5 и ©’, равных части 
бБА=5В = 65 С = 5' А’ = 5'В’=5С’ и проведемъ прямыя АВ, 

ВС, АС, АБ’ ВС’ и А’С’ (фит. 251). 



— 236 — 

Въ треугольникахъь 45С и .4'5’С’ между раввыми сторо- 
нами заключаются равные углы АЭС и А’5’С’, слдовательно 
третьи стороны равны, АС = А’С’. Точно также докажется, что 
АВ =АВ’ и ВС= В'С’; поэтому треугольники -4ВС и А’В’С’ 

равны между собою. Пусть О и О’ озна- 
Фыг. 251-а, чаютъ центры круговъ, описанныхъ около 
нь этихъ треугольниковъ. Опустимъ перпендику- 

лары изъ вершинъ 5 и 6’ на плоскости 
АВС и АВС’; ови пройдутъ черезъ цен- 

тры Ои О’. В» самомъ дфлф, если бЪ 
перпенликуляръ, опущенный изъ 5 ва 
плоскость АВС, пересфкъ ее въ какой ви- 
будь точкЪ, различной отъ О, то эта точка 

неолинаково отстояла бы отъ трехъ точекъ .4, ВиС ($ 138); 
а слфдовательно накловныя 5.4, 5В и ЭС не были бы равныя 
($ 386), — что противно вышесказанному. То же заключене 
сдфлаемъ и о перпендикулярф, опущенномъ изъ вершины 5’ на 
плоскость 4’В’С: онъ пройдетъ черезъ центрь 0’. Проведя 

пряныя 4О и 4’О’ получииъ прямоугольные треугольники 450 
и 450’ ($ 380), въ которыхъ ипотенузы равны, -45 = 4'5, 
и катеты АО и 4’О’ раввы, какъ рад1усы круговъ, описанныхъ 
около равныхъ треугольниковъ; слфдовательно и 50 = 5’ О’. По- 
этому, если вмфетимъ трегранный уголь 5.4’В’С” въ БАВС 
такъ, чтобы треугольникъ 4’В’С” совмЪстился съ АВС, то точка 
О’ совпадетъь съ О, и периендикуляръь О’5’ пойдетъ по пер- 
певдикуляру 05; а какъ они равны, то вершина ©’ совпадетъ 
съ 5, а ребра ЗА, ЭВ и 5С соотвфтетвенно совпадутъ съ реб- 
рами °А’, ЭВ’ и 5'С’, слфдовательно трегранные углы равны 
между собою. 

$ 488. Примпчаще. Возьмемъ трегранный уголь ЗАВСи 
продолжимъ его ребра; по другую сторону вершины 5 обра- 

фиг. 259, ЗУетея новый трегранный уголь 54’В’С’; плосме 
углы этихъ трегранныхъ угловъ равны между собою 
(8 41); во они неодинаково расположены, и этихъ 
трегранныхъ угловъ нельзя совифстить, не смотря нь 
то, что и двугранные углы равны: 45 =/’5, 
ВУ = В'5, 05= СЪ (6 423). Тавме трегранные 

А. вы  Тлы называются семитрическими. И такъ, два 

с трефанные ума называются симетрическими, 

С” 

В: > А 



если из части, т. в. плоскме и двугранные углы, соотвъьт- 
ственно равны, но неодинаково расположены. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

*9 439. Если изз точки, взятой внутри трефаннаю 
ла, опустилть перпендикуляры на ею зрани, а черезь каждые 
два перпендикуляра провесть плоскости, то изз нить со- 
ставится такой треаранный уюлз, что 1) ребра каждало 
изъ двуль треранныть уловь будутъ перпендикулярны къ 
транямё друюю; 2) плоске умы фаней однозо будутз слу- 
жилть дополнещемь 90 двухь прямыт двуфаннымь уламз 

друтото. 

Фит. 253-л. Пусть данъ трегранный уголъ 9; возьмемъ 
какую нибудь точку ©’, внутри этого угла, и 
опустимъ перпендикуляры ©5’/А’, 5В’и 5'С’ 
посл довательно на грани В5С”, А”5С” и 
А”5В; основамя этихъ перпендикуляровъ 0з- 

| начимъ |буквами А’, В’и С’. Черезъ каждые 
`‘“ два перпендикуляра проведемъ плоскость. По- 

лучииъ трегранный уг. 5’А’В’С”; докажемъ: 

1) Что ребро 6.4” перпендикулярно къ плоскости В’С’5’. 
Плоскость В’С”5’ перпендикулярна въ двумъ плоскостямъ 4”5 С” 
и А’бВ (5 426); слфд. она перпендикулярна и къ сфченю 
СА” этихъ двухъ плоскостей (8 429). Также докажется, что 
ребра БВ и 5С” соотвфтетвенно перпендикулярны къ плоско- 
стямъ А’5’С’ и АБВ’. 

2) Двуфранный уюль С’5'В'А’, котораю ребро 5’Б’ пер- 
пендикулярно к5 плоскости А”5С”, служить дополнетемь 
уму 4”5С”. Въ самомъ дфль, ребро 5’В’ перпендикулярно къ 
сфчетяиъ АВ’ и В’С плоскости А” С” съ плоскостями С’5’В’ 
и А’5’В’; значить, уголъ 4.Б’С есть уголъ наклоненя двугран- 
наго угла ©’В’; но въ четвероугольникь 5АВ’С сумма угловъ 
равна четыремъ прямымъ, углы же А и С прямые, потому что 
ребра 5А” и С” перпендикулярны къ гранямъ В'5’С’и ВУЛ’; 
и такъ углы 4”5С” и АВБ’С взаимно дополнительные до двухъ 
прямыхъ. 

*$ 440. Трегранные углы 5 и ©’ называются взаимно-до- 
полнительными; потому что каждый плосый уголь одного до- 
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полнителенъ въ другомъ двугранному углу, вотораго ребро пер- 
пендикуларно къ плоскости линейнаго угла. 

ПрЕДлоЖЕН!Е. 

*В 441. В трефанномз уму сумма двуфранныхь улов 
больше двуль и меныше шести прямытз умов (фиг. 253). 

Построинъ трегранный уголъ 5’, дополнительный данному 
углу © ($ 439). Сумма двугравныхъ угловъ въ углу 5 выфет% 
съ суммой плоскихъ угловъ трегранваго угла ©” составить месть 
прямыхъ; значитъ, сумма однихъ двугранныхъь угловъ менфе 
шести прямыхъ. Но какъ сумма линейныхъ угловъ въ углу 5’ 
меньше четырехъ прамыхъ, то сумма двугранныхъ угловъ въ 
углу 5 больше двухз прямыхъ; потому что об суммы состав- 
ляютъ только шесть прямыхъ угловъ. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

*Е 442. Треранные умы равны между собой, если ить 
двуранные лы, порознь, равны, и зрани расположены оди- 
наково. 

Пусть въ трегранвыхъ 
Фиг. 254-я. углахъ 5 и 5” двугранные 

$ углы равны: /9А=/5’А’, 
[5В = 5'В’, 5С=5’С’, 
Докажемъ, что и плоске 
углы трегранныхъ угловъ 
5 и ©’ равны; а отсюда 
заключимь и 0 равенств$ 
трегранныхъ угловъ ид” 
($ 437), если только грани 
одинаково расположены. По- 

строимъ трегранные углы $ и $ дополнительные треграннымъ 
угламь био. 

Каждый плоскй уголь при $ равевъ плоскому углу при $’, 
потому что они имфютъ равныя дополнешя до двухъ прамыхъ 
(8 439); слзд. треграпные углы $ и $ равны между собою; 
значить и двугранные ихъ углы равны между с0600; & отсюда 
заключаемь о равенствф плоскихъ угловъ при б и Ю ($ 439). 



ОТДЕЛТЬ ВОСЬМОЙ. 
Многогранники. 

27. Мвогогранники вообще, грани, ребра и вершины. — Простфйше виды мно- 
тогранвиковъ: тетраэдръ, пирамида полнал и усфченвая, призма прямая и на- 
Езонная, призма усфченная, параллелопипедъ, кубъ, или правильный шести 
гранникъ. — Измфрене поверхностей многогранниковъ. Поверхности призмы и 

пирамиды, включая основаня и безъ основав1й. 

$ 443. Мноощфанникомз называется объемъ, ограниченный 
со вефхъ сторонъ плоскостями. Отъ взаимныхъ пересфчен!й каждой 
плоскости со вефми сосЪдетвенными плоскостями составляются; 

многоугольник и, — иХЪ называютъ зранями многогранника. Бока 

граней называются ребрами, а вершины — вершинами много- 
гранника. Дииональю многогранника называется прямая, соеди- 

няющая вершины двухъ угловъ, находящихся не при одной 

грани. 

Для ограниченя пространства плоскостями, надобны по: 
меньшей ифр$ф четыре плоскости; въ самомъ дЪлё, три плосво- 
сти, взаимно пересфкающляся въ одной точкЪ, образуютъ тре- 
гранный уголъ, и тогда пространство остается неограниченнымъ; 
если жъ разсфчь этотъ уголъ плоскостью, проходящею черезъ. 
три точки, взятыя на его ребрахъ, то получится объемъ, огра- 
виченный четырьмя треугольниками и называется четыреранни-. 
ком или тетраэдромв. 

Многогранникъ о пяти, шести и т. д. граняхъ называется 
пятилранникомз, шестилранникомз и т. д. 

$ 444. Если мнотогранный уголь разефчь плоскостью такъ, 
чтобы пространство его стало отраниченнымъ, то получится мно- 
тогранникъ, называемый иирамидою. 

Пирамидою называется мнооранниеь, у которою одна 
1рань какой нибудь мнозофюольникз, а всъ проая зрани — 
треуюльники, которыхь вершины. сходятся в5 одной тючкъ.. 
Эта точка называется вершиною пирамиды; а гравь, противо- 
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лежащая вершин$ —основамемь ея; разстояме между вершиною 
И основанемъ называется высозтою пирамиды. Остальныя грани, 
выключая основане, называются боковыми зранями пирамиды; 
ребра пирамиды, выключая стороны основаня, называются боко- 
выми ребрами пирамиды. 

Пирамида называется треугольною, четвероугольною ит. д., 
когда ел основане треугольникъ, четвероугольниЕъ ит. д. Оче- 
видно, что треугольная пирамида есть тетраэдръ, и каждая его 
грань можеть быть принята за основаве пирамиды. 

в 445. Пирамида раздфллется плоскостью параллельно ея 
основаню, на двЪ части: одна часть составить пирамиду, ко- 
торой основаве есть многоугольникъ, образуемый сЪкущею плос- 
костью, а вершина — общая съ данною пирамидою; другая же 
часть, между параллельными плоскостями, называетел усъченною 
пирамидою, въ которой параллельные многоугольники называ- 
ются основамями усъченной пирамиды, а разстояюме между 
ними — высотою усфченной пирамиды. 

$ 446. Пирамида называется правильною, когда основане 

ея правильный многоугольникъ, а высота проходить черезъ центръ 
этого многоугольника. Въ существовани правильныхъ пирамидъ 

легко убфдиться: стоитъ только вписать въ вкруг или около 
него описать правильный многоугольникъ, изъ центра возста- 

вить перпендикуляръ къ плоскости многоугольника и провести 

плоскости черезъ какую нибудь его точку и каждый бокъ мно- 
гоугольника. 

В правильной пирамидъ боковыя ребра равны между со- 

бою; дЪйствительно, они суть наклонныя къ плоскости основан1я, 

основаня этихъ наклонныхъь равно отстоятъ отъ основаня пер- 
пендикуляра, т. е. отъ центра ($ 386). Поэтому боковыя грани 
правильной пирамиды суть равнобедренные треугольники. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 447. Вь правильной пирамидъ, прямыя, соединяющия 
вершину ея сз серединами боковз основаня, перпендикулярны 
кз этимз бокамз и равны между собою. 

Возьмемъ правильную пирамиду 5АВСО; освоваше е АВС 
есть правильный многоугольникъ, и высота ея, т. е. перпенди- 
куляръ, опущенный изъ вершины © на основав!е, проходить че- 
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резъ центрь О этого основам. Изъ центра О опустимъ пер- 
пендикуляры ОЕ, ОЛ,... на бока ВС, СЬ,...; они раздф- 

лятъ пополамъ каждый изъ этихъ боковъ ($ 146). 
Фит. 255-я. Прямая ОР, соединяющая вершину 5 равнобедрен- 

наго треугольника СОБ съ серединою Е основа- 
ня СШ этого треугольника, перпендикулярна къ 
СР ($ 94); шо той же причин ЗЕ перпен- 
дикулярна къ ВСит. д. Но БЕ, БЕ, ... суть 
наклонныя въ плоскости АВСО; а ОК ОЕ п 

т. д. суть рашусы круга вписаннаго въ ипра- 
вильномъ многоугольник АВСО; поэтому 
5Р=бЕ=и т. д. ($ 386). 

Прямая, соединяющая вершину правильной пирамиды съ се- 
рединою какого нибудь бока основашя, вазывается аповемою 
пирамиды; поэтому БЕ, 5Е,... суть апоеемы правильной пи- 
рамиды АВС. 

448. Возьмемъ какой нибудь многоугольникъ АБСОЕ 
(фиг. 256); черезъ вершивы его проведемь прямня АИ’ БВ, 
СС’,..., вн плосколи АВСШОЕ, параллельныя между собою; 
церезъ параллельныя 4.4’ и ВВ, ВВ’ и СС ит. д. прове- 
демъ плоскости, ограничивал ихъ плоскостью АВСРЕ; получен- 
ное такимъ образомъ неопредфленное пространство ограничимъ 
какою нибудь илоскостью 4’В’'С’О’Е — параллельною плоскости 
АВСОЕ; получимъ 1фло, называемое призмою. 

Призмою называется мнозотранникз, отраниченный сз двухь 
сторон параллельными зранями, а с5 прочихь зранями, ко- 
торыя пересткаются посльдовательно по линлямь, параллель- 
нымз между собою. 

Эти параллельныл лини называются боко- 
выми ребрами призмы; а два многоугольника, 
ограничивающие боковыя ребра, пазываются ос- 
новинями призиы; разстояне же между осно- 
ванями называется высотою призмы. Такъ, 
если грани 48’, ВС’, СГ’, ОЕ и АЕ пер-- 
сфкаются по лишямъ параллельнымь 4.4”, 
ВВ’... ЕЕ’, и грани АВСОЕ, АБСОЕ 
параллельны между собою, то многогранникъ — 
призма. Параллельныя прямыя 4/4, ББ,... 

15 

Фиг. 256-я. 
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будутъ боковыя ребра, а мвогоугольники АВСДЕи ‘ВСЕ 
основания. 

$ 449. Боковыя ребра вв каждой призм равны между 
собою, потому что, велфдетые опредфленя призмы, ови ипарал- 
лельны между собою и ограничены параллельными плоскостями 
($ 407). 

6 450. Кавдая грань призмы АВВ’А, ВСОВ,..., зз- 
ключающаяся между боковыми ребрами, называется боковою зранью- 
Боковыя фани призмы суть параллелораммы, потому что Въ 
каждой изъ нихъ, наприм. въ 4ВБ’А’ противоположныя стороны 
АА’ и ВВ’ равны и параллельны, какъ ребра призмы. 

Основанал призмы равны между собою, потому что бока 
ихъ, наприм. 4В и А’Б’, какъ противолежащия стороны парал- 
лелограмма АВВ’А’, равны; эти же бока и параллельны; сл$д. 
и углы основан! соотвфтственно равны (8 409). 

$ 451. Если призму разефчь плоскостью параллельно осно- 
вашямъ, 10 каждая изъ, полученныхъ частей будетъ также призма 
(8 448); слЪд. сючене параллельное основамямь призмы, есть 
мнолоюльникз, имё равный (8 450). 

С5чене, не параллельное основамямъ призмы, раздзляетъ 
ее на дВЪ части, и каждая изъ нихъ называется усъченною 
призмою. 

6 452. Призма называется треугольною, четвероугольною, ..., 
когда ея основаве треугольникъ, четвероугольникъ, .... 

Призма называется ирямою или наклонною, смотря по тому, 
перпендикулярно ли боковое ребро къ основаю призмы или 
наклонно къ нему. Въ прямой призмф боковыя грани — прямо- 
угольники (5 380). 

6 453. Параллелипитедомь называется шестиранникз, 
которою противолежаиия зрани параллельны. 

ПРЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 454. Грани параллелитипеда параллелозраммы, про- 
тиволежаиия изъ них равны между собою, Малонали взаимно 
дълятся пополамз. 

Пусть грави ЕН нп АС, АРи ОС, АНи ВС парал- 
лельны. 

1) Докажемъ, что, наиримфръ, грань АВС — параллело- 
грамыъ. Параллельныя плоскости АР и ОС пересЪкаются плос- 
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костью АС по паралшельнымъ лишямь АВ и СГП; параллель- 
Фиг. 257.я. НЫЯ ПЛОСКОСТИ АН и БС тою же плоскостью 

разеБкаютея по параллельнымъ лишямъ АО и 
БС. И такъ, въ четвероугольник$ АВСО 
противолежащия стороны параллельны; слфдова- 
тельно онъ параллелограмиъ. Также докажется, 
что и остальныя грани параллелограммы. 

2) Въ противолежащихъ параллелограммахъь .4С и ЕН, двъ 
смежныя стороны соотвфтственно равны, АВ=ЕЁЕР и ВС=РО, 
какъ противолежаще бока въ параллелограммахъ АРи ВО; 
углы между этими сторонами также равны, / АВС = ЕРС; 
ибо ихъ бока параллельны. И такъ, параллелограммы АСи РН 
равны между собою. Также докажется, что грань АЕ равна 
грани ОС игр. АН=гр. ВС. 

3) Проведемъ длагонали ВН и ОЕ; онЪ находятся въ од- 
ной плоскости, потому что концы ихъ Би Н, Фи Е, вв четыре 

лежать на параллельныхь лин1яхъ 
Фиг. 258-я. ВРГиПН (8 455); проведя плоскость 

черезъ эти параллельныя и означивъ 
сБченя ея ВО и ЕН съ противопо- 
ложными гранями АС и ЕН, полу- 
чимъ параллелограмиь ВОНГ; дааго- 
нали его будутъ длагоналями парал- 
лезипипеда, и взаимно дЪлятся на рав- 
ныя части. Тоже скажемъ и объ 0ос- 
тальныхъ двухъ датоналяхъ; тавъ что 
всф четыре длагонали ВН, ДЕ, АЗ 
и СЕ взаимно дфлятея пополамъ. 

$ 455. Ребра параллелипипеда, АЕ, ВЕ, Са и ПН, па- 
раллельны между собою, потому что они составляютъ или про- 
тивоположныя стороны параллелограммовъ, или параллельны од- 
ной и той же прямой; а кавъ плоскости АВСР и ЕРСН па- 
раллельны между собою, то параллелипипедъ АВСОЕРСН есть 
призма, въ которой АВСР и ЕЕСН основания. 

Ребра АР), ВС, ЕНи ЕС тоже между собою параллельны, 
а равно и ребра АВ, СО, ЕЕн СН. И такъ, вообще па- 
‘раллелипипедь есть призма, за основашя которой можно 
принять по произволу всяля двъ противолежаиля зрани; онЪ 
же называются основашями параллелинипеда. 

16* 
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Высотою параллелинипеда, какъ и призмы, называется раз- 
стоян!е между основатями. 

Параллелипипедъ называется ирямымз, если его ребро пер- 
пендикулярно къ основан!ю. 

Параллелипипедъ называется ирямоуюльнымь, если его осно- 
ван!е прямоугольникъ, котораго плоскость перпендикулярна къ 
ребру. 

Въ прамомъ параллелипипед$ основан1я — параллелограммы, 
а остальныя грани — прямоугольники. 

Въ прямоугольномъ же параллелипипедь всф грани прямо- 
угольники и слфд. всЪ двугранные углы — прямые. 

Наконецъ, параллелипипедъ называется наклонным, если 
вс его грани параллелограямы. 

Если три смежныя ребра прямоугольника параллелипипеда, 
равны между собою, т0 всЪ его шесть граней будутъ квадраты, 
равные между собою, и тогда многогранвикъ называется жу- 
бомз, или правильнымь шестилранникомз. Въ немъ плосюе, & 
также двугранные углы — прячые, и всф ребра равны между собою. 

ПрРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 456. Езадрать дмонали прямоулольнало параллелити- 
педа фавенз суммъ квадратовз трель ею фреберз одною и 
тою же трераннаю ула. 

Пусть АВСРЕ прямоугольный параллелипипедъ (фиг. 255); 
надо доказать, что 

ХЕ’ = АВ’ + ВС’ + ВЕ 

Треугольникъ ВШОЕ прямоугольный ($ 381), потому что 
ребро ВГ перпендикулярно къ плоскости основашя АВСО; 

те >72 те 
поэтому ОЕ = ВО + ВК; 

изъ прямоугольнаго треугольника /4.В.), замфтивъ предварительно, 
что 42 = ВС, получимъ 

ВР’ = АВ’+ ВС}; 

поэтому ОЕ’ = АВ + ВС'+ ВР. 

Сл детв1е. Авадратз диионали куба равенз утроенному 
квадрату ею ребра. 



ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

45%. Боковая поверхность всякой призмы измъряется 
ироизведенемз 0дното изз ея боковых реберз на периметрз 
перпендикулярнаю кз нему стченая. 

Пусть абс@е означаетъ сфченме призиы 4)А’О’, перпенди- 
кулярное къ боковымъ ребрамъ 4.4’, ВВ’ ит. д.; 

Фиг. 259-я.  отеюда слфдуетъ, что аб перпендикулярно къ 
АА’, 06 перпендикулярно въ ВВ’ и т. Д. 
(3 380). При вычислеши площадей параллело- 
граммовъ, составляющихъь боковую повертность 
призмы, примемъ ребра АА’ ВВ..... за ихъ 0о6- 
нован1я; высотами будуть прямыя аб, 6с, ит. д.; 
поэтому, боковая поверхность призмы равна 

АА’. ав + ВВ’. 66 + СС’. са-+ ит. д. 

Но боковыя ребра призмы равны между собою, 4.4’=ВВ’=СС’ 
ит. д. (5 449); слБдовательно, предъидущее выражен!е имфетъ 

общимъ множителемъ 4.4’; отдфливъ его за скобки, получимъ 

АА’ (аб + ес + са--...). 

Множитель въ скобкахъ означаетъ периметръ счешя, перпен- 
дикулярнаго къ боковымъ ребрамъ. 

$ 458. Сльдетвте. Боковая поверхность прямой призмы 
измтряется произведенемь периметра ея основанзя на вы- 
соту; потому что въ прямой призм основане перпендикулярно 
КЪ боковому ребру, а это посяфднее есть высота призмы. 

Примъчаже. ЗдЪеь надобно припомнить замфчане, сдфлан- 

ное относительно измфреня площадей ($ 251). Такъ, чтобы 
найти, напримфръ, число квадратныхъ футовъ, содержащихся въ 
боковой поверхности прямой призмы, надобно узнать, сколько 
разъ линейный футъ содержится. въ периметр основатя и въ 
боковомъ ребрф, и числа эти перемножить. 

$ 459. Чтобы найти полную поверхность какой бы то ни 
было призмы, надобно къ боковой ея поверхности придать удво- 
енное основане. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 460. Боковая поверхность правильной пирамиды измъ- 
ряется половиною произведеня ея периметра основамя на 
аповему пирамиды (фиг. 255). 
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Боковую поверхность пирамиды ЭАВБСО составляютъ равно- 
бедренные треугольники 4АВ5, БСб,...; за основая ихъ возь- 
мемъ стороны В, ВС.....; высоты треугольниковъ будутъ рав- 
ныя между собою (8 447); слЪд. боковая поверхность правиль- 
ной пирамиды равна 

АВ. БР 1ВОС. ЗЕ 10. 5Е--+АО. БЕ, 
или {(АВ-+ ВБС-- СО АБ) Х БЕ, 

ГД» множитель, заключенный въ скобкахъ, есть периметръ осно- 
вания пирамиды, а ОР — апоеема пирамиды. 

$ 461. СлЬдетв1е. Чтобы получить полную поверхность 
правильной пирамиды, надо въ боковой ея поверхности придать 
площадь основаюя. Назвавъ периметръ основан1я пирамиды бук- 
вою Р, найдемъ, что полная поверхность равна {Р(ОР-+ ОЕ). 

$ 462. Для полученя поверхности какого нибудь много- 
транника, надобно найти площадь каждой грани, въ чемъ не 

будетъ затрудненя, потому что показано было, кавъ найти пло- 
Щадь всяваго многоугольника, и взять сумму полученныхъ чиселъ. 

28. Равенство и подоб1е многогранниковъ вообще, и въ особенности призмъ и 
пирамидъ. — Сраввен!е поверхностей подобныхъ многограннивовъ. — Отношен!е 
между площадями сфчен!й пирамиды пхоскостями, параллельными ея основан!ю. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 463. Двъ призмы равны между собою, если двуранный 
уюлз при основанми и двъ составляюиия ею зрани в5 одной 
равны двуранному узлу при основанзи м двумз зранямз, ею 
составляющим», в5 друюй; притомь, если части эти одина- 
ково расположены. 

Пусть двугранный уголь ВС==В’С’, гравь АВСОр=А'В’'С’Г 
и ВСНС = В'’С’Н’С’. Такъ какъ грави эти, по условю, оди- 
наково расположены, то / АВС = А’В'С’ и (СВа=ДС’В'а’; 
слЪд. трегранные углы В и ВБ’ равны между собою (8 436). 
Вов боковыя ребра въ обфихъ призмахъ также равны, потому 
что ‘изъ равенства граней ВСН и ВСН С’ сл$дуетъ, что 
Ва = ВС’. Велфдетве этого, если выфстамъ призму 4’В’С”Г’Ы 

въ призму АВСШН тавъ, чтобы вершины основамя 4В’С”О’ 
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совпали съ вершинами основамя АВСО, то, по равенству тре- 
гранныхъ угловъ ВБ и Б’, ребро В’С’ пойдетъ по ВС, и точка 

С’ совпадеть съ (; обтальныя же 
Фиг. 260-л. ребра пойдутъ по соотвфтетвующимъ 

ребрамъ, наприм$ръ А’ЁР по АЕ; въ 
противномъ случа были бы двф из- 

® ‚ 
раллельныя къ одной прямой, потому 

что вс боковыя ребра параллельны 
а между собою; а, по равенству ребер, 

вершины ЕЁ’ Н’, С’ и Г’ совпадутъ 
съ Р, Н, аи 1Т. Значитъ, вов грани 
обфихъ призиъ  совифстились; отсюда 

заключаемъ, что призмы равны между собою. 

$ 464. Слздетв1е. Двь призмы равны между собою, 
если зрани какою нибудь треранналю ула вз одной равны и 
одинаково расположены сз лранями трераннаю ума вз друшй. 

Пуеть грани: 44 = 4’4’, АВСр=А'В'С’Ь’ и ВН=В'Н.. 
Грани эти, по условмю, расположены одинаково; поэтоху 

ГАВС=ГАВС’ ГАВС=ИАВ С и (СВа=ЕСВС.. 
И. тавъ, въ трегранныхъ углахъ В и В’ пловме углы равны и 
одинаково расположены; слфд. трегранные углы равны, и двугр. 
уголь ВС=В’С'; а вакъ грави, прилежашя въ этимъ двугран- 

нымъ угламЪъ, равны и одинаково расположены, то, на основании 
предъидущаго предложеня, заключаемъ о равенствЪ призиъ. 

ПрЕДЛОЖ ЕНТЕ. 

$ 465. Прямыя призмы равны между собою, если ить 
основатя и высоты равны. 

Д?йствительно, если вмфстить одну призму въ другую такъ, 
чтобы основаншя ихъ совмфетились, то боковыя ребра также сов- 
мфетятся, потому что они перпендикулярны къ основашямъ, а 
по равенству этихъ реберъ, верхня основаня тоже совмфстятся. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 466. Деъ пирамиды равны между собою, если двуран- 
ный уюлз при основании и дв составляющия ею прани одной 

Фавны двуранному уулу при основами и двумз зранямь въ 
друюй; притом, если части эти одинаково расположены. 
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Пусть двугранный уголь 4В=А’Б’, грани: АРСр=А’В’СТ,, 
АВ = А’В’5’. Велёдетие одинако- 

Фиг. 261-я. : 2 
ваго расположения граней, трегравный 

—— $5’ уголь В = ВБ’ ($ 436); слБд., если 
Я Л совиЪстить основания АВТ и 
и й АВС, то ребро В'5’ пойдетъ по 
А \ , А\\, 88; а, по равенству ихъ, вершина ©’ 
ВТ г / № совпадетъ съ 5; слФд. пирамиды равны 

между 0060. 

6 467. СлЪдетв1е. Двь пирамиды равны между собою, 
если зрани какою нибудь трераннало бла одной пирамиды 
равны и одинаково расположены съ пранями умла вв друюи. 

Пуеть гран: 4ВСО= А'В'СО’, АВб=АВ и В05= 
В’С’5’. Грави расположены одинаково; поэтому 4 АВС =Е А’В’С,, 
АВ = А’В’5,, [ СВб=иС’В’5’; слдов. трегранные углы 
В п В’ равны между собою ($ 43%), а съ тфмъ выфетВ дву- 
гранный АВ = А’В’, и какъ прилежащя къ нимъ грани, равны, 
то и самыя пирамиды равны (5 463). 

$ 468. Два мномлранника называются подобными, если 
двуранные умы 0дноло, порознь, равны дерлраннымь змламз 
друоло, прани ихз соотвтыпственно подобны и одинаково расто- 
ложены. 

Изъ этого опред$леня слфдуетъ, что въ подобныхъ много- 
гранникахъ многогранные углы соотвЪтетвенно равны. И дЪйстви- 
тельно, велфдетые подобя граней, плоскле углы, при вертинъ 
какого нибудь многограннаго угла, равны плоскимъ угламъ при 
вершив$ въ другомъ многогранникв; двугранные углы въ этихъ 
иногогранвыхъ утлахъ соотвфтетвенно равны, по опредфленио; 
притомъ части эти одинаково расположены; сл$довательно много- 
гранные углы можно совифетить. 

Ребра, соединяющая вершины равныхъ угловъ въ подобныхъ 
иногогранникахъ, называются сходственными ребрами. 

Стодственныя ребра подобныхь мноилранниковз пропор- 
зиональны; потому что они суть сходетвенные бока подобныхъ 
многоугольниковъ. 

$ 469. Велфдотые опредфленя подобныхъ многогранниковъ: 
1) Кубы вседа подобны; потому что двугранные ихъ углы 

соотвфтетвенно равны, какъ прямые; а грани, какъ квадраты, 
всегда подобны. 
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35) Прямоуюльные параллелипипеды подобны, если три 
ребра трефранналю ума вз одномз пропорцлональны такимь же 
ребрамъ в друюмз. ДЪйствительно, двугранные углы въ прямо- 
угольныхъ параллелипипедахъ суть прямые углы; слёд. равны 
между собою; грани этихъ параллелипипедовъ суть прямоуголь- 
ники, которые подобны ($ 252). 

ПрЕЛЛОЖЕН1Е. 

$ 410. Двь призмы подобны, если двуфанный ушлё при. 
основами в5 одной равенг двуфранному лу при основащи. 
вз друюй, азрани, составляюиия эти улы, соотвътственно 
подобны и одинаково расположены. 

Пусть двугранный уголь 4В = аб, грани АВ1Ки АВСРЕ 
соотвфтетвенно подобны гранамъ 1654 и абсае. По услов1ю, эти грани 
расположены одинаково; слЁд. { ВАЕ = (фаеи { ВАК = (ай; 

значить, въ трегранныхъ углахъ А и а 
Фиг. 262-я. 

к двугранные углы АВ и аб равны, и 
& прилежащие къ нимъ плоске углы равны 

д эгх и одинаково расноложены; поэтому и тре- 
ен гранные углы равны (8 436). Вел детие 

| х/К. этого равенства,  двугранный уголь 
| | 7 АК=ак, двугранный уголъ АЕ = ас, 

к в Да и ( КАЕ= (Кае; сверхъ того, изъ по- 
46 обл граней слфдуетъ 

АК: 4 = АВ: 9, 
АЕ: ае = АВ: 4, 

отсюда АК: а = АЕ: ае; 

такииъ образомъ въ параллелограммахь .1Ри а! между про- 
порщюнальными боками находятсл равные углы; слЪд. эти парал- 
лелограммы подобны. 

Прим$няя къ двугранныиъь углаиъ Е и ае и транямъ, 
ихъ составляющимъ, все, сказанное относительно двугранныхъ 
угловъ АВ и аб и граней, ихъ составлаяющихъ, найдемъ, что 
трегранные углы Е ие равны; а велфдетве этого и двугранные 
углы ЕР и е/, ЕО и е4 также равны, притомъ — грани ОЕ 
и а подобны. Продолжая эти послдовательныя разсужденя, 

найдемъ: 1) что въ обфихъ призмахъ двугранные углы, обра- 

зуемые боговыми гранями между с000ю п съ нижними основа- 
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ями равны между собою; остальные же двугранные углы, обра- 
‘зуемые верхними основанями съ боковыми гранями, равны, по- 
тому что они служатъ дополненями до двухъ прамыхъ двугран- 
ныхЪ угловъ угламъ при нижнихъ основаняхъ, а эти посл дне 
равны между собою. 2) Боковыя грани въ обфихъ призмахъ по- 
добны: нижн!я основаня подобны по условю, а верхшя, какъ 
соотв тственно равныя нижнимъ, тоже подобны. И такъ, въ 06%- 
ихъ призмахъ двугранные углы соотвфтственно равны, вс грани 
лодобны и одинаково расположены; поэтому призмы подобны. 

$ 471. Слфдетв1е 1. Деъ призмы подобны, если три 
зрани, составляючия треранный улолз одной, подобны и оди- 
наково расположены сз тремя зранями, составляющими тре- 
зранный уюлз вз друши. 

Дъйствительно, если грави АВСШЕ и афсае подобны (фиг. 
262), АР подобна а/, АГ подобна а и притомъ вс. одинаково 

расположены, то плосвые углы при вершинахъь А и а трегран- 
ныхъ угловъ соотвфтетвенно равны; а слфд. и двугранные углы 
равны. И тавъ, двугран. уголь АВ = аб, грань АВСШОЕ по- 
добна афсае, грань АТ подобна а, притомъ грани эти одина- 

ково расположены; слёд. призмы подобны. 

$ 412. Слёдетв:е 2. Дею прямыя призмы подобны, если 
основаня ихз подобны и высоты пропориональны сходствен- 
нымз бокамз основан. 

Действительно, двугранные углы при основавахъ — прямые 
($452); поэтому, наприм®ръ, двугранный уголъ 4 В=аф (фиг. 262); 
по условтю, высоты пропорщюональны сходственнымъ бокамъ основа- 

ни, слёд. АК: а=АВ : аб; поэтому прамоугольниви АГи @ 
подобны; основан!я призмъ, по условшю, подобны. И такъ, двф 

прямыя призмы удовлетворяютъ услов1ямъ предъидущаго предло- 
жена, слВд. он подобны. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

8 473. Деъ пирамиды подобны, если двуфанный зууоль 
ири основами вз одной равенз двуранному уму при осно- 
вани в5 друюи, и прани, составляюиия эти умы, тодобны 
% одинаково расположены. 

Пусть двугранный уголь АВ = аб, а грани АВСО и афса, 
АВВ и аз подобны. Вел детв!е одинаковаго расположен1я граней, 
/ ВА. = (аа, [ВАб = (аз, и какъ двугранный уголь 
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АВ = а, то трегранный уголь А=а; поэтому двугранный 
уголь бА=за и Ар=аа; притомъ 

Фвг, 268-и. / БАД = [за4. Изъ подобя граней, 
прилежащихь въ двугранвымъ угламъ 

У  ДВв 45, иифемъ 
БА : 5а = АВ: аб, 

и АО :а4= АВ: аб; 
2 $ отсюда БА: за = АБ: аа. 

Поэтому въ треугольникахъь 45) 
и 934 между двума пропорцональными 

сторонами лежать равные углы, 
[ВАО = (за@; слфд. треугольники 
подобны. 

Яено, что все сказанное здфеь о двугранныхъ углахъ АВ 
ий аб и прилежащихъь къ нимъ граняхъ, относится также къ 
двуграннымъ угламъ АД и а4. И дфйствительно, равны они, а 
грани, къ нимъ прилежашля, подобны и одинаково расположены; 

‹лфд. двугранный уголь 8)=з4а, С. =<с4 и треугольникъ 
СОБ подобенъ с45. Продолжая такимъ образомъ, найдемъ, что 

двугранные углы въ обфихъ пирамидахъ равны, & всф грани по- 

добны и одинаково расположены, — сл$д. пирамиды подобны. 

$ 474. Сл%дств!е. Деъ пирамиды подобны, если три 
трани, составляюния треранный улолз одной, подобны и оди- 
наково расположены сз тремя зранями, составляющими тре- 
зранный уюл5 в друтюй. 

Д\йствительно, если грань АВСГ подобна абса, АБб по- 
добна а6з, АП5 подобна а45, притомъ грани эти одинаково 
расположены, то плоск!е углы треграннаго угла „4 равны угламъ 
треграннаго угла а; а велФдетв!е этого равенства и одинаковаго 
расположения упомянутыхь угловъ, двугранный уголь АВ = 46. 
И такъ, въ двухъ пирамидахъ двугранные углы при основани 
равны, 1 АВ = (а, грани, составляющая эти углы, подобны, 
АВС подобна абса, АГ подобна а4$; слФд. пирамиды по- 

добны. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

8 475. Ве подобныхь пирамидаль схлодственныя ребра 
пропорилональны высотамз (фиг. 264). 
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Пусть пирамиды 4ВСРЕб и афса}{$ подобны между собою, 
а бО и 50 озвачаютъ ихъ внсоты; докажемъ, что 6О: 50 = 
АБ: аз. Отложимь БМ =5а, ОР=5} п ВМ = 3), и черезъ 
точки М, МиР проведемъ плоскость; она будетъ параллельна, 

основан АВСЬЕ. Въ самомъ дфлЁ, велфдетве подобя дан- 
ныхъ пираиидь, ОА: 3а=06Е: 5/, или БА: М =5Е: БР; 
значить МР параллельна АЕ; также объяспяется, что ММ па- 
раллельна -.4В; слфд. бока угловъ УМР и ВАЕ параллельны; 

поэтому плоскость МУР параллельна 0с- 
Фиг. 264-я, нованю пирамиды. Пирамиды ЭММ№Р и 

забу равпы ($ 463); ибо велЪдетв1е подо- 
бл пирамидъ, двугранный уголь 5 = 54, 
треугольникъ ЭМР=заг, потому что 
бокъ ЭМ = @, (МБР = (а, и 
А5МР=ЕвАРЕР= / за}. такъ же дока- 
жетел, что треугольвикъ М М5 = $6. 
Равныя пирамиды ЭМ МУР и заб У совыфща- 
ются; причемъ и высоты ихъ совыфетятея, 
т". е бО=50. Наконецъ, плоскость, 
проведенная черезъ двЪ лини .45 и 5О, 

пересчетъ параллельныя плоскости по лимяяь 1/4 и 40, па- 

раллельнымъ между 0600; слёл. 

50: 05=5А: 5М, или 50: 50 =54А : 84. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 476. Вз подобныхё призмахз стодственныя ребра про- 

пориональны высотама. 

Пусть призмы АВСЛС и афс49 подобны; проведемъ вы- 
соты РО и е0; докажемъ, наприм$ръ, 

Фиг. 265-я. что РО: о = АР: ае. 
Проведя плоскости черезъ прямыя 

АР и ВЕ, ае п Ве, получимъ подоб- 
— ныя пирамиды ЕАВО и саба; въ са- 

момъ д%л— двугранный уголь АЁР=ае 
а |\/ | ДИ треугольники АВЕ и афе, АПЕ и 

е [ аае подобны и одинаково располо- 
В эй жены, потому что подобные много- 

угольники разбиваются на треуголь- 
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никя подобные. А въ подобныхь пирамидахъ ребра пропорц- 
нальны высотамъ; слфдовательно О : ео = АР: ае. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

В 417. Два подобные мнолофанника можно разбить на 
подобныя и одинаково расположенныя пирамиды. 

Пусть многогравники АВСШОС и а6са9 подобны. Черезъ 
какую нибудь точку О, взятую внутри перваго многогранника, 
и всЪ ребра его проведемъ ‘плоскости; отъ взаимнаго ихъ пере- 
<Вченя получимъ столько пирамилъ ОАВСО, ОАВОСЕ...., 
<колько граней въ данномъ многогранник®; грани эти будутъ 

основанями пирамидъ, а вершиною для всЪхъ 
Фит. 266-я. будетъь точка О. Черезъ ребро аб, сход- 

ственное съ АБ, проведемъ плоскость або, 
которая бы съ плоскостью @а0с@ составила 
уголъ, равный лвугранному углу ОЛВС; 
въ плоскости бо нанесемъ уголъ 

ва0 =( ВАО, и уголь або = АВО. 

Изъ точки о разобьемъ второй многогран- 
никъ на пирамиды абс@о, афао..., подобно 

тому, какъ это сдфлано съ первымъ многогранникомъ. Пирамиды 
ОАВСЬШ и о0абфсЯ подобны, потому что у нихъ двугранный уголъ 
ОАВС = оабс, и грани, ихъ составляющя, АВСШ и ада, 
АБО и ао, подобны. 

Теперь обратимся къ парамндамъ ОАВГО и оаб}у. Такъ 
какъ углы РАБО и Лафс длавныхь иногоугольниковъ равны, 
углы ОАБВС и 09а6с также равны, то разности ихъ, т. е. дву- 

гранные углы ОАБС и 0069 раввы. Грани, ихъ составляюшщля, 

подобны: АВО и о, АВСЕ и а4}. Перейдемъ къ сл$дую- 

щимъ пирамидамъ ОСНЕГ и одйе!: двугранные углы АСЕЕ 
п а4/е данныхъ многогранниковъ равны, углы ОЯРА и 09/4 
также равны, вслфдетие подобя прежвихъ пирамидъ; сл$дова- 

тельно и разности ихъ ОЧЕЕ и 09} равны между собою; грани, 
составллющия эти углы, ОЕ@ и 0/0, подобны — какъ грани по- 
добныхъ вторыхъ пирамидъ, а грани ЯНЕР и 9йе/ подобны— 
какъ грани данныхъ многогранниковъ... и Т. д. 



ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 478. Поверхности подобныхь мнооранниковз пропор- 
чиональны квадратамз стодственныхь ребер. 

Пусть 9,9’, 9”..., означаютъ площади граней одного мно- 
тогранника; 41,494’,... — площади соотвфтетвенныхъь имъ граней 
другаго многогранника, который подобенъ первому; положимъ 
еще, что А и а означаютъ сходственныя ребра въ обоихъ мно- 

гограннивахъ. 
Такъ какъ площади подобныхъ мвогоугольниковъ пропорцо- 

нальны квадратамъ сходственныхъ боковъ, а таке бока, или 
ребра въ подобныхъ многогранникахъ, пропорщональны; сл%до- 
вательно и квадраты ихъ пропорц1ональны; поэтому 

9 Ч = 4: а’, 

ий , Ч = 4*: а’, 

4: 
ит. д. 

слЪд. 0:94=9:9=0'’:9 =... 

Ч+9-Ч -.... (ОР: 
отсюда ЕЕ и ОЕ 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 419. Спчеме, параллельное основаню пирамиды есть 
мнотоуюльникь, подобный основанию; а площади основанля пи- 
рамиды и спчемя пропорилональны квадратамз разстояни 
итз отз вершины пирамиды. 

Пусть сбчене афс@ параллельно основаню, 5О перпендику- 
лярно къ нему; докажемъ 

1) Что многоугольники АВСШ и абса по- 
добны. Въ самомъ дфлЪ, углы ихъ соотвфтетвенно 

равны, потому что бока ихъ параллельны; напри- 
изръ АВ параллельна аб, какъ сЪчемя парал- 
лельныхь ‘плоскостей плоскостью 4РБ5. ВелБд- 
стые параллельности прамыхъ АВ и а, ВС и 
0с,..., имЗемъ 

АВ: 4 = АБ: а5, 

ВС : 6 = ВБ : 65, ит. д. 

Фиг. 267-1. 
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По равенству вторыхъ отношений ($ 232), и первыя равны, т. е.. 
АВ : 4 = ВС: =..... Такимъ образомъ бова многоугольни- 
ковъ пропорцональны; слёдовательно — многоугольники подобны. 

2) Извфетно, что площади подобныхъ многоугольниковъ про- 
поршюональны ввадратамъ сходственныхь бововъ; значитъ 

АВС : ас = АВ’ аг’. 
Проведя плоскость черезъ высоту 5О и ребро 45, полу- 

чимъ параллельныя сёченя АО и а0; сл$д. 50: 60 = АБ: аб, 
или ЮО: 50 = АВ : а; возвысивъ члены этой пропорщи въ 

квадратъ и сравнивъ полученный выводъ съ предъидущею про-. 
порщею, найдемъ 

АВСЛ : ака=50’ 50. 
$ 480. Слёдствте 1. Вз двутё пирамидахь, имъющихтв рав- 

ныя высоты, площади спчени, параллельныхь основанмямз м. 
равно-отстоящихь отз вершинз, пропорилональны основанлямз. 

Дъйствительно, составивъ пропорщи, выражающия отношения 
основаня къ сБченю въ каждой пирамидф, найдемъ, что эти. 
пропорщи имЗютъ по равному отношеню квадрата высоты пира- 
миды въ квадрату разстоямя отъ вершины до сфченя. 

8 481. Слёдств!е 2. Вз 96у%5 пирамидаль, импющихв. 
равномтрныя основамя и равныя высоты, площади спченли, 
параллельныя основанмямз и равно-отстояийя отъ вершинф.. 
равномърны между собою. 

И двйствительно, если @’и © означаютъ равномфрныя осно-- 
вав1я двухъ пирамидъ, имфющихъ одинаковыя высоты, а 4 и 49 — 
сфченя, параллельныя основашамъ и равно-отетоащя отъ вер-. 
шинъ, т0 9:9= 9':9; 0 9= 0; сл. 9=4. 

Изм реше объемовъ многогравниковъ. 

1. Объемъ тфла. — Отношев!е объемовъ прямоугольныхь параалелипипедовъ при’ 
равияхъ основашяхъ. Отпошен1е объемовъ прямоугольныхь параллелипипедовъ 
вообще.—Объемъ прямоугольнаго параллелиниоедв.—Ранномф$рность парзллели- 
пипедовъ при равныхъ основаняхъ и высотахъ. — Объемъ взвого ни есть парал- 

лелипипеда. — Отношен!е объемовъ двухъ параллелипипедовъ '). 

8 482. Обвемомь тфла, вакъ извфстно, называется про- 
странство, занимаемое этимь тфломъ. Когда тВло есть пустой: 

1) Этимъ вопросомъ (билетемъ) начинается вурсъ УП класса по программ$. 
кадетсвихь кориусовъ. 
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«осудъ, то назваше объемъ часто замфнаютъ словомъ вмюсти- 
мость. ТЪфла, различныя но виду и, слфдовательно, несовм$ети- 

мыя, очевидно, могутъ быть равны по объему. Тымя тфла назы- 
ваются лавномърными. 

За единицу при взи$рени объеловъ принимается кубъ, кото- 
раго ребро равно линейной единиц: такъ, если ребро куба есть 
-футъ, дюймъ и т. п., то кубъ называется кубичнымъ футомъ, 
кубичнымъ дюймомъ и т. п. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 483. Обземы прямоуюльныхь параллелипитедовз, имюю- 
щит равныя основаня, пропоршональны своимь высотамо. 

Пусть АВСОР прямоугольный параллелипипедъ; за осно- 
ваше его ипримемь 4АВСО; высота будегь АЕ. Увеличимъ вы- 
«оту: для этого на продолженно0ой АЕ позьшемъ какую нибудь 
дливу АТ, которая больше АЕ. Проведя черезъ точку Г плос- 

кость, параллельную основаню, до пересфче- 
Фиг. 268-я. за съ продолженными боковыми тгранами, 

получимъ, прямоугольный параллелипипедъ АС. 
ДЪйствительно, грани многогранника 4 по- 
парно параллельны; слёдовательно онъ нарал- 
лелипипедт, а основаше его АВС — прямо- 
угольникъ, котораго плоскость перпендикулярна 
къ ребру 41; очевидно — онъ больше даннаго 
параллелипипеда АР. И такъ, съ увеличен- 

Фуъ высоты ипрямоугольнаго параллелипипеда увеличивается его 
‘объемъ, — это первое услове пропорщюнальности (5 336). 

Увеличииъ высоту АЁ, наприиВръ, въ 3 раза: для этого 
ва продолженной высот АЕ отложинь Е1=1К = АЁ, и че- 
фезъ точки Ги К проведемъ плоскости 1Ё и КМ параллельно 

основаню АВСО. 
Фиг. 269-я. Тфми же разсуждешями, которыми выведено 

первое услове пропорц!ональности, докажемъ, что 
многогранники 2 и 1М суть прямоугольные па- 
раллелипипеды; они равны АС’; потому что у нихъ 
равныя бенован1я и высоты; сл$д. параллелипипедъ 
АМ втрое больше параллелипипеда А@. И такъ, 
съ увеличетемъ втрое высоты параллелипипеда уве- 
личится также втрое соотвфтствующй объемъ, — это 
второе услове пропорщональности {$ 356). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 484. Обьемы прямоуольныхь параллелипипедовз, имъю- 
чцихь равныя высоты, пропормональны площадямз основан. 

Пувь Р и р означмютъ прямоугольные параллелипипеды, 
имфющ!е общую высоту а, и положимъ, что бис, ис озна- 
чаютъ бока основанй этихъ параллелипипедовъ; докажемъ, что 
Р:р=фе:Ве, тдВ 6с и С’ выражаютъь площади оснований 
параллелипипедовъ. 

Фиг. 270-я. 

Построимъ пар-^дъ 4ВСШ или Р’по тремъ прямымъ а, 
$ ис; длл этого построимъ прямой уголь ВАС и отложимъ 
АВ=а, АС=Ь, а изъ точки А возетавимъ къ плоскости АВС 
перпендикуляръь 4) = с; наконець, черезъ точки В, Си О 
проведемъ плоскости, параллельныя гранямъ трегранлаго угла 4; 
получимъ параллелипипедъ (5 453); онъ прямоугольный, потому 
что основаше его АВЕС прямоугольникъ, котораго плоскость 
перпендикулярна къ ребру АД. 

Прямоугольные параллелипипеды Ри Р’ имфютъ равныя осно- 
ваня, которыхъ бока суть а и 6; слфд. ихь объемы пропор- 
ЦОНАЛЬНЫ ВЫСОТАИЪ С и С: 

Р.Р =с:с. 

Параллелипипеды Ри р имфютъ равныя основаюя, кото- 
рыхъ бока суть а и С; слфд. ихъ объемы пропорцональны вы- 

у 

сотамъ фи Ь, т. е. 
Р:р=ё:Ы. 

Перемноживъ эти пропорцши, по сокращени Р’, получимъ 

Р:р=6с: 6. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 485. Прямоуюльные параллелипипеды вообще пропор- 
ональны произведенямз итз площадей оснований на высоты. 

17 



Пусть Р и р означаютъ прямоугольные  параллелипипеды, 
которыхъ ребра трегранныхъ угловъ суть 4, В и С въ пер- 
вомъ, иа, Бис во второмъ. 

Локажемъ, чо Р:р=АВ. С: а. с, гдё АВ и аб выра- 
жаютъ площади основанй парал- 

Фиг. 271-я. лелинципедовъ. 
Построимъ третий прямоуголь- —— 

ДЛ Л "ый параллелищищедь Ро по 
С] Р Г / тремъ ребрамъ а, Би С (самое 

А построене производится, какъ 
В Г |% |7 610 показано въ предъидущемъ 

предложенти). 

Прямоугольные параллелипипеды Ри Р’виЪютЪъ равныя вы- 
соты (С; слфд. объемы ихъ пропорц!ональны площадамъ основанй 

($ 484), т. е. 
Р: Р’= АВ: аб. 

Прямоугольные параллелипипедлы Р’и р имфютъ равныя ос- 
нованя аб; слфдовательно объемы ихъ пропорцюнальны высотамъ 

(8 483), т. е. 
Р:р=С:с. 

Перемноживъ эти пропорцш, получимъ 

Р АВХС 

фр аб Ж с 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 486. Обземь прямоуюльнаю параллелипипеда измъ- 
ряется произведенлемз площади ео основаня на высоту. 

Пусть требуется измфрить прямоугольный параллелипипедъ 
АВСОЕ; значитъ, надо найти 

\ 

Фит. 27-я. отношен!е его къ вубу абсае, ко- 
Е тораго ребро равно линейной 

а АВИНИЕ 1-1%. Такъ вазъ кубъ есть въ 
то же время прямоугольный па- 
раллелипипедъ, то, на основаши 

ей “ предъидущаго предложеня, имфемъ 

Е б (30. АВСОЕ -_ АВСО СЕ 

А 3 а (в абс@е —_ арса се ' 
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гдф абсае, абса и се означаютъ послЪдовательно единицы ку- 
бичную, квадратную и линейную. Поэтому имфемъ 

АВСРЕ АВСЬ СЕ 

1куб. в. Х 1 лик. 
Отсюда заключаемъ, что въ прямоугольномъ параллелипипедь 

будетъ содержаться столько кубичныхь единицъ, сколько заклю- 
чается единицъ въ произведени чиселъ, происшедшихъ отъ из- 
мфрен1я площади основашя параллелипипеда и его высоты. Для 
краткости пишутъ 

АБСРЕ= АВСОХ СЕ 

и читаютъ: объемъ прямоугольнаго параллелипипеда равенъ или 
измфряется произведенемъ его площади основаня на высоту. 

Наприи$ръ, ели СЕ=5 дюймамь, АВ = 2’ дюймамъ и 
ВС = 3 дюймаиъ, то площадь основамя АС равна 3 Ж2 или 

6, а объемь \ равенъ 6Ж5 или 30 кубичнымъ дюймаиъ. 

$ 487. Сльдетв1е Г. Изь предъидущато слфдуеть, что 
объем прямоуюльнаю параллелипипеда равень произведеню 
трехз реберз ею треранною ума, или произведеню трех 
ео измърени; потому что. площ. АВСр=АВХ ВС. 

8 488. Сльдетв1е П. 0Обземз куба равенз третьей сте- 
пени ею ребра. 

И дфйствительно, объемъ куба, какъ прямоугольнато парал- 
хелипипеда, въ которомъ ребра треграннато угла равны между 
собою, равенъ произведеню трехъ равныхъ множителей, или 
третьей степени одного изъ нихъ. 

На этомъ основан!и получаютъ отношеня между кубичными 
мфрами; напримфръ, кубичная сажень = 71°, или 348 куб. фу- 
тамъ, кубичный футъ = 12%, или 17128 кубичн. дюймамъ ит. п. 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ, 

в 489. Параллелипипеды, имъюийе равныя основашя и 
высоты, равномърны. 

СовмЪстимъ нижн!я основан!я этихъ параллелипипедовъ, при 

чемъ верхыя основаня будутъ въ одной плоскости, потому что 

У параллелипипедовъ равныя высоты. Для доказательства пред- 

ложеня будемъ разсматривать два случая, смотря по тому, будутъ 

ли верхвя основаня лежать между параллельными ихъ боками 

или не будутъ. 
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1-й случай. Параллелипипеды 4ВСРЕЕСН и АВСРКГМ 
имфютъ общее основаше АВСО, а друг1я основаня лежатъ ме- 
Жду параллельными лишями ЕК и ЕГ. 

Многогранникь АЕГИРЕ есть треугольная призма, потому 
что плоскости его АДЕЕ, АДМГи 

Фит. 273-л. ЕТМЕ перескаются по параллельнымъ 
лимямь АО, [М и ГЕ, которыя 
ограничены параллельными плоскостями 
АЕТ и ПОЕМ; плоскости же эти 
параллельны по той причинф, что он% 
лежатъ въ противоположныхь граняхъ 
параллелипипеда. Такъ же докажется, 
что многограаникъ ВНКССГ, есть 

призма. Призмы эти равны между собою. 

Въ самомъ дфлф, въ треугольникахъ АЁЕГи ВНК, состав- 
ляющихь основашя призмъ, стороны: АЁ=ВН, АТ= ВК, 
вакъ противоположные бока въ параллелограммахъ, и углы ме- 
Жду ними равны ($ 409); слфд. треугольники эти равны; грань 
АГ= ВО, грань АМ = ВГ; и такъ грани, составляющая тре- 
гранные углы А и В въ этихъь призмахъ, равны и одинаково 
расположены; значитъ, и самыя призмы равны. ОтнявЪ эти равныя 
отъ многогранника 4ВСОГЕКЕЕ, получииъ равные остатки, т. е. 

пар—дъ АВСРЕЕСН = пар—ду АВСПКГМ. 

2-й случай. Пусть АВСШ общее основане двухъ паралле- 
липипедовъ, а верхня ихъ основашя ЕРОН и УМЕМ лежать 

ВЪ ‘одной плоскости, 
Фиг. 214-я. такъ какъ высоты, па- 

раллелипипедовъ пола- 
гаютея одинаковыми. 
Продолжимъ бока /М, 
№Г, ЕНи ЕС; точки 
перес$ченй Р, 0, Е 
и © соединимъ еоот- 
втетвенносъ 4, В, Си 
О;получимъ параллели- 
пипедъ 4ВСОРОВ5, 

потому что его трани, 
кавъ продолженя гра- 
ней данныхъ  парал- 
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лелипипедовъ, параллельны между собою. На основанш предъ- 
идущаго случая, параллелипипеды АВСОН и АВСОГ равно- 
мфрны, порознь, параллелипипеду А4ВБСША, слёд. они равно- 
мЪрны между собою. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 490. Всякй параллелипитедь можно обратить вз пря- 
мой, имъюиий с5 даннымз одинаковыя основане и высоту. 

Возьменъ какой нибудь параллелипипедъ АВСРЬЕЕСН, за 
основаюе его примемъ параллелограимъь АВСЛ, высотою будетъ 
разстояне между основашями АС и НЕ. Изъ вершинъ А, В, 
С и Г возставимъь перпенликуляры въ основаню АВСР до 

перес$ченя съ плоскостью НР въ точ- 
О кахъ 4’, В, Си Г’; черезъ парал- 

лельныя лини АА’ и ОГ’ ВВ’ и СС’, 
АЛ и ВВ, ШОП и СС’ проведемъ 
плоскости; прямыя 4’0’, Б’С’, АВ’ и 
С’О’ составятъ пересфченя упомянутыхъ 
плоскостей съ плоскостью ЕН. Такимъ 
образомь  получимь  параллелипипедъ 

< ' АВСРАБ’СТ’ дЬйствительно, грани 
Г АС и АС’ параллельны между собою; 
з ‹ ибо грань 4”С’ лежитъ въ плоскости ЕН, 

которая, по условю, параллельна грани АС; остальныя четыре 
грани попарно, противоположныя, также параллельны; наприм®ръ 
грань АО’ параллельна грани ВС’, потому что бока угловъ 
РАА’ и СВВ’ параллельны между собою. Полученный парал- 
лелипипедъ .4СС” прямой, ибо ребро его 4.4’ перпендикулярно 
къ плоскости основашя АС; а на основами предъидущаго пред- 
ложен1я, онъ равномфренъ съ даннымъ параллелипипедомъ АСЕ, 
потому что у обоихъ общее основае АВСЛ и одинаковыя вы- 
соты 4... 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 491. Вся прямой параллелипитедз можно обратить 
в прямоуюльный, имъюций сз данныме равномтурное основаме 
и ту же высоту. 

Возьмемъ прямой параллелипипедъь АВСОАВСЬ, вото- 
раго основан!е параллелограмиь 4ВСО, а ребро 4.4’ перпен- 
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дикулярно къ нему; слфд. оно есть въ то же время высота па- 
раллелипипеда; боковыя грави ВС’, ШС..,... суть прямоуголь- 
ники. Изъ вершины Б, С, С’и В’ грани ВСС’В’ возетавимъ 
въ ней перпендикуляры ВМ, СМ, С’ и ВР: они пойдутъ по 

гранямъ даннаго параллелипипела; напри- 
Фит. 276-я. уфръ, перпендикуляръ ВМ пойдетъ по грани 
в р ВО; потому что грань ВШ перпендику- 

лярна грани ВС’ ($ 426), и ВМ про- 
ведена черезъ точку Б, взятую на сЗчеми 
ихъ, перпендикулярно въ плоскости ВС’; 
слЪд. она лежитъ въ другой плоскости ВО 
($ 427); поэтому перпендикулярь ВМ пе- 

` с ресфчеть сторону параллелограмна АВСР 
’ ВЪ точкф М; такъ точно объяснимъ, что и 

остальные перпендикуляры перес$кутъ сто- 
роны 4) и А)’ параллелограммовъ ВД 

и В.Г’. Разсукдеюмями, изложенными въ предъидущемъ 9, 

докажемъ, что иногогранникъ ВСС’В'ММОР есть прямой па- 
раллелипипедъ; а какъ основаше его ВС”’— прямоугольникъ, то 
онъ прямоугольный ($ 455) и равномфренъ данному п ду АСС’; 
потому что у нихъ общее основайе ВСС’В’ и одна и та же 
высота ВМ. Принявъ за основаше прямоугольнаго параллели- 
пипеда прамоугольникъ ВСМ№М, а за основане даннаго — па- 

раллелограимь АВСО, вайдемъ, “что эти основавя равномфрны 
($ 289), и высоты АА и МР параллелипипедовь одинаковы. 

$ 492. Сльдетв1е. На основании двуть предзидущить 
предложений, всякий параллелипиптедз можно обратить вв 
прямоуюльный, сз основанмемз равномърнымз основанию даннало 
параллелипипеда и сз одинаковою высотою. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 493. Обземь всяко параллелипипеда измъряется про- 
изведенчемь площади ею основанмя на высоту. 

Пусть ТУ означаетъь объемъ какого ни есть параллелипипеда, 
4 — площадь его основаня, Н высота. Обратимъ данный па- 

раллелипипедъь въ прямоугольный, котораго площадь оенованл и 
высота будуть т же ОиН. На основами предъидущаго $ и 

$ 486, получим Г= © НЯ. 
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8 494. Слёдств!е Г. Обземы всякить параллелититедовз 
пропориональны произведенмямз итз оснований на высоты. 

Пусть Г иоф означаютъ объемы двухъ какихъ нибудь на- 
раллелипипедовъ, Фи 9 — ихъ площади основашй, Ний — 

высоты. Имфемъ Г= ОН, 9=90; отсюда Г: о= ОН: 94. 

$ 495. Слёдетв1е П. Положивъ въ предъидущемь ра- 
венств%, сперва @=4а, а потоиь Н=й, получимъ ипоелфдова- 
тельно Г:9=Н:41, ГТ:%=0:4. 

Й такъ, обземы всякижз параллелипитедовь, при равно- 
мърныхь основанмялхь, пропорилональны высотамз; а при рав- 
ныл5 высотахь пропорилональны площадямь основан. 

Если въ пропорщи У: о= ОН: 9% одновременно @=ади 
Н=?1, то У=о, Т. е. 06бземы всякихз параллелипитедовь 
равны, если ихз площади основанай и высоты равны. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 496. Всякая призма равномюърна прямой призмъ, 
имъющей основатем5 съчеще, перпендикулярное кз ребру 
данной призмы, и высотою — ребро ея. 

Возьмемъ какую нибудь призиуу АСА’; прололжимъ ея 00- 
ковыя грани и отложимъ на продолженномь ребрф А.А’ часть 
аа = АА’, черезъ точки а и а’ проведемъ плоскости ас и @с, 

перпендикулярныя къ ребру 4.4’ получимъ 
прамую призму асс. Надо доказать, что призма 
АСА’ равном рна прямой призи$ асс’. ВелЪл- 
стве равенства 4.А’=аа’, получииь аА =а/4'; 
а какъ АА’=ВВ’ = СС’=.. (8 407), также 
аа’ = 6’=сс’—=...; слд. ВВ =бВ’, с(=с С’ 
и т. д. Вифетимъ мнотогранникъ асС въ 
ас’С” тавъ, чтобы грань ас совифетилась съ 
гранью @с’; по равенству ихъ это возможно; 
ребро аА пойдетъ по ребру а’.4”, потому что 
оба они перпендикулярны къ совыфетившимся 
гранямъ; точка А совпадеть съ точкою А’, 

по равенству лишй а@4 и а./4’; точно такъ 

же объясниться, что вершины В, С, ри Е соотвфтетвенно 

совпадутъ съ вершинами, В’, С, О’и №. Поэтому иногогран- 

ники асС и а’с’С”’ равны между с060ю; а отнявъ отъ нихь 
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общую часть — многогранникъ аСС, получимъ равномфрныя 
призмы асс п АСС’ 

2. Объемъ треугольной и многогранной призмы. — Отношен!е объемовъ двухъ 
призмъ и въ особенности подобныхъ. — Два тетраэдра, им$ющ!е равномфрныя 

основан1я и равныя высоты, равном6рны между собою. 

$ 497. Обземз треуюльной призмы измтряется произ- 
веденемь площади ея основамя на высоту. 

Возьмемъ какую нибудь треугольную призму АВСА’Б’С’, 
которой объемъ назовемъ буквою И; высоту ея означимъ черезъ 
Н и докажемъ, что ТУ = площ. АВСХН. 

Черезъ точки Си В въ плоскости основатя АВС прове- 
день СФ и ВД соотвЪфтетвенно параллельно бокамь АВ и АС; 
черезъ пересбкающляся прямыя Сри СС’, В, и БВ’ прове- 

демъ плоскости до пересфченй съ плоско- 
стями основанй и между собою; получимъ па- 
раллелипипедъ АДУ’; дЪйсгвительно грани 

ВО’ и АС’ параллельны, потому что бока 
угловъ Б’ВШ иА’АС параллельны между 
собою; по той же причин» грани СД’ и АВ’ 
параллельны; грани АД и АГ’ парм- 
лельны, ибо лежать въ плоскостяхъ осно- 
ватй данной призмы. Замфтимъ еще, что 
многогранникъ ВСОШ’ есть призма. Че- 
резъ какую нибудь точку а ребра АМ’ 
проведемь плоскость а4, перпендикулярную 

къ ребру 4.4. Объемъ данной призиы АВСР’ равном ренъ 
съ объемомъь прамой призмы, которой основане равно ас, а 
высота равна ребру 44’ (5 496); призма ВСЬО’ равном рва 
прямой призм, которой основаве равно 6бса, а высота АА’; 
а какъ треугольникъ абс равенъ треугольнику 6с@ (8 123), то 
объемы призыь АВСВ’ и ВСП’ равномёрны. Поэтому объемъ 
призиы 4БСВ’ составляетъь половину пар да ААДГ’. 

Объемъ пар-да 4А4’ОО’=п. АВОСХН ($ 493); раз- 
дФливЪ 00$ части этого равенства на 2 и замфтивъ, что по- 
ловина пар—да 4А’ОГ”’ равна данной призм АВСВ’, а поло- 
вина параллелограмиа 4АВДС равна треугольниву АВС, полу- 
чииъ = площ. АВСХ Н. 

Фиг. 278-я. 
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ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 498. Обземь мноюфанной призмы измъряется ироиз- 
веденемь площади ея основашя на высоту. 

Возьмеиъ какую нибудь призму АВСШЕабсае, объемъ ея 
назовемъ У, основаше — @ и высоту — Н; до- 
кажемъ, что 7=О0.Н. 

Разобьемъ данную призму на треугольныя приз- 
С мы; для этого черезъ ребра Аа, и Па, Аа и Сс 

проведемъ плоскости; такимъ образомъ искомый 
объемъ Т равенъ сумм объемовъ треугольныхъ 
призмъ 4ВСе, АСРа и АБЕе. Объемъ треуголь- 

С ной призмы равенъ площади ея обнован!я на вы- 
АВ соту; сл$д. 

У=АВС.Н+ АСО.Н+ АБЕ.Н 
отсюда 7=(АВС- АСр- АБЕХ Н, 
ИЛИ Т=оО.Н. 

$ 499. Слёдетв1е. Пусть У и о означаютъ объемы ка- 
кихъ нибудь призмъ, Фи — ихъ основашя, Ни — высоты. 
Изъ равенствъ 

У= ОН, о=ар имфемь Т:0= ОН: 41, 

т. е. обземы призмь пропориональны произведенямь площа- 
дей ихз оснований на высоты. 

Если 9=0, то Г: =: 1, Т. е. объемы призмз, имтю- 
щихь равномърныя основанля, пропориональны высотама. 

Ели Н=р, то Г:0= 0:4, Т. е. объемы призмь, имъю- 
щихь равныя высоты, пропоршональны площадям оснований. 

Наконецъ, если одновременно 9=аи Н=1, то Т=и, 
Т. е. объемы призмз, имющихтз равномърныя основамя и рав- 
ныя высоты, равномърны. 

Примъчане. Въ предложени $ 498 и его слдетвяхъ за- 
ключается измфрене и зависимость объемовъ, найденныхъь въ 
предъидущихь параграфахъ, потому что параллелипипеды и тре- 
угольная призма составляютъ частные случаи многогранной призмы. 

Фиг. 279-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

© 500. Обземы подобныхз призм пропоршональны кубамз 
стодственныхь реберз. 
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Возьмемъ дв подобныя призмы; пусть ИУ и 9 означаютъ 
ихъ объемы, О и 9 — основашя, Ни й- высоты, Аиар-— 
‹ходственныя ребра. 

На основаюи предъидущаго $, имфемъ 

ТРОН 

а 1 
Но въ подобных призмахъ высоты пропорщональны сход- 

ственнымъ ребрамъ, а площади основан!й — квадратамъ этихъ 
реберъ, поэтому 

Н 9 
вставимъ, вм$сто — И) ИМЪ равныя. въ отношение ' получимъ 

Ч Г) 

т ла 7 4 
р 2 ИЛИ — = 3 ° 

О а а И) а 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 501. Можно вё тетраэдръ вписать и описать около 
нео рядз призмь, разность объемовз которыхь можно сдъ- 
лать меньше всякаю даннало количества. 

Возьмемъ какой нибудь тетраэдръ, или что тоже треуголь- 
ую пирамиду 4ВС5, примемъ треугольникъ АВС’ за основане, 

Фиг. 280-я. Фиг. 281-я. 

а перпендикулярь 5О, опущенный изъ вершины © на основане — 
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за высоту. Раздфлимъ высоту эту на произвольное число рав- 
ныхЪ частей; черезъ точки дфлешя проведемъ плоскости ДЕЕ. 

(НТ, КГМ параллельно основаню АВС. Черезъ точки Ви С 
въ плоскостяхь АВС и АСЬ проведемъ ВМ№и СМ параллельно 
АБ до пересфченя съ продолженнымй ДЕ и ПЕ, получимъ 
призму АВСМ (8 448). 

Подобнымъ построенемъ получимъ призмы ДЕГР, @Н1О, а 
для построеня послфдней призмы проведемъ черезъ вершину 5 
плоскость параллельную основашю ВС; такимъ образомъ полу- 
чимЪъ рядъ описанныхъ призмъ, сумму ихъ означимъ черезъ У. 
Чтобы вписать радъ призмъ, проведемъ черезъ точки Ми Г 
прямыя параллельно ребру 45 до пересфчемя ‘съ ЯТи СН, при 
построен этой призмы принято за основаме треугольникъ АИГ, 
а за боковыя ребра прамыя параллельныя ребру 45; также по- 
стролтел и другл вписанныя призмы, принимая послдовательно 
38 основашя треугольники ОНТ, ОЕГ, а за боковыя ребра — 
прямыял параллельныя лини 45. Для лености, вписанных призмы 
построены на фиг. 281, гд% тетраэдръ абс$ и высота его 50, а равно 
<Ъчешя Ат, 919, АеГ означають соотвфтственно тетраэдръ, вы- 
соту и сФченя даннаго тетраэдра. Назовемъ сумму вписанныхъ 
тетраэдровъ буквою ». 

Сравнивая описанныл призмы 60 вписанными, построенными 
на одномъ и томъ же основани, найдемъ, что онф равномфрны 
{8 499), потому, что высотами у нихъ будутъ части, на ко- 
торыя раздфлена высота 50; такъ приз. КМВ = приз. Киа, 
приз. (Н1% = приз. 94а, приз. ВЕЕР = приз. аеа. Поэтому 
У-»= приз. АВСМ; основаве послфдней призмы есть тре- 

50 
угольникъ АВС, высота ел. есть —, ’ означая буквою и произ- 

вольное число, на которое раздфлена высота. И такъ, 

50 

п 
У — = АВС. 

произведение это можетъ быть сдфлано меньше всякаго даннаго 
количества, если ® увеличивать произвольно ($ 332). 

$ 502. Сяьдетв1е 1. Вз тетраэдрь можно вписать и 
около нею описать таме ряды призмз, увеличивая ихз число, 
что разность между объемомъ тетраэдра и суммою призм 
вписанныть, а также и суммою призмь описанныхь, будеть 
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безконечно мала; поэтому что объемъ тетраэдра больше суммы 
вписанных и меньше суммы описанныхъ призиъ. 

$ 503. Сльдетв1е П. Тетраэдуз есть предъль суммы 
вписанныхь в5 немз и описанныхз около нею призмз, если по- 
степенно увеличивать число этихз призмз. 

Пусть 7 означаеть объемъ тетраэдра, Хи У — суммы впи- 
санныхъ и описанных призмъ. Съ увеличешемъ числа призиъ, 
суммы Х и У будуть перемнныя, а Г — постоянное, притомъ 
разности Г7—Х и У ТИ можно сдфлать меньше всякаго дан- 
наго числа ($ 502); слфд. ТУ есть предфлъ для Хи У. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 504. 0Обвемы одвухз тетраэдров», имтющихз равно- 
мърныя основанля и равныя высоты, равны между собою. 

Пусть 7 ино означаютъ объемы двухъ тетраэдровъ, имфю- 
щихъ одинаковую высоту Н и равномфрныя основашя @. По- 
строемемъ, изложенномъ въ $ 501, впишемъ одинаковое число 
призмъ въ обойхъ тетраэдрахъ; призмы эти соотвфтетвенно бу- 
дутъ равномфрны, ибо высоты ихъ, составляющия одинаковую 
часть высоты Н, равны между собою, а основамя равном$рны, 
потому что паходялтся въ раввыхъ разетояняхъ отъ вершинъ 
пирамидъ ($ 481); значитъ и суммы вписанныхъ призмъ въ 00о- 
ихъ тетраэдрахъ равны между с0бою, пусть Х означаетъ эту 
сумму призмъ. Так какз ТУ есть предъль суммы вписанныть 
призма Х по есть предфль той же перемнной », то У=о 
(5 335). 

Въ концф руководства приведено доказательство, неза висимое 
отъ пред$ловъ. 

3. Разложене треугольной усфченной призмы на три тетраэдра. — Объемъ те- 
траэдра, объемъ пирамиды. — Объемъ усфченпой призмы и пирамиды съ парал- 
лельными основаними. — Отношен!е объемовъ двухъ пирамидь, и въ особенно- 

сти подобныхъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 505. 0Обземь усъченной треуюлной призмы равен 
сумм 0бемовз трелё тетраэдровх, имъющихв общее осно- 
ванде сз успченною призмою, а вершины ихз находятся въ 
вершинах съченя. 
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Пусть ребра АД, СЕ и ВЕ параллельны между вобою, а 
плоскость ДЕЁЕ не параллельна АБС; поэтому иноготранникъ 
АВСРЕЕ есть усфченная треугольная призма, за основаше ко- 
торой примемъ треугольникъ АВС. Проведя плоскость черезъ 

точки 4, Ви Л, раздфлимъ усфченную призму 
Фиг. 282-я. на тетраэдръ АВСР, которато основане 

АБС и вершина въ Ё, и пирамиду РАВЕД. 
Эта послфдняя пирамида плоскостью, проходя- 
щею черезъ точки 4, Ри Е, раздфлится на 

два тетраэдра ЕАВЕ и ГАШЕ. Первый 
изъ НИхЪ съ тетраэдроиь САВЁЕ имфетъ 
общее основане АВЕ и равныя высоты, по- 
тому что вершины пирамидъ, находяш1яся 
въ Ри С, лежатъ на прямой, параллельной 
основаню АВЕ (8 398). 

Тетраэдрь ЕАДЕ равномфренъ съ тетраэдромь СДАВ, ибо 
основаня ихъ АДЕи АШВ равномфрны ($ 293); а какъ вер- 

шины пирамидъ Ри С лежать на лиши СЁ, параллельной плос- 

кости основанй, то высоты равны. И такъ, усфченная призма 
АВСЬЕЕ равна сумм трехъ тетраэдрвъ ЕАВС, ЕАВС и 
ДАВС, которые удовлетворяютъ уеловямъ предложения. 

$ 506. Слфдетвуе. Доказательство предъилущее нисколько 
не зависить отъ положеюя сфчетя ДЕР относительно основа- 

ня АВС; поэтому предложене будетъ вВрно и тогда, если с$- 
чене ДЕР параллельно основаню, т. е. когда многогранникъ 
будетъ призма; а тогда, разстоямя отъ вершинъ О, Еи Рдо 
основаня АВС тетраэдровъ равны между с060ю, и тетраэдры 
будутъ равномёрны (8 504). 

Отеюда заключаемъ, что треуюльная призма разлтается 
на три равномпрные тетраэдра, которыхз основащя и вы- 
соты одинаковы с5 основанлемз и высотою призмы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 507. Обземз тетраэдра измъряется одною третью про- 
изведензя площади ею основандя на высоту (фиг. 283). 

Пусть ЗАВС — тетраэдръ и У означаетъ его объемъ, АВС— 
его основаше и б0О — высота; надо доказать, что объемъ те- 
траздра У={ АВСХ 50. 
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Проведемъ пряжыя АД и ВЕ параллельно ребру СБ, а че- 
резъ вершину © — плоекоеть ОБЕ параллельно ос- 
нованю АВС; получииъ треугольную призму 
АВСРЕЗ ($ 448). На основами ‘предъидущаго 
параграфа, тетраэдрь ЭАВС составлаеть треть 

‚ призмы АВСОЕБ; но объемь призмы равенъ 
АВСХ 50 (6 491); слЪд. объемъ тетраэдра 

У='АВСХ 50. 

Фиг. 258-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 508. Обземз всякой пирамиды измърлется одною ‘третью 
произведенля площади ея основанзя на высоту. 

Пусть БАВСРЕ даннал пирамида, назовемъ ея объемъ бук- 
вою У, основане — @ и высоту 50 означимъ буквою Н. Надо 
доказать, что У={ОН. Проведя плоскости черезъ ребра БА 
и 5С, БА и бО, раздфлимъ пирамиду на тетраэдры, которыхъ 

Фиг. 284-я. вершины можно принять совпадающими съ вер- 

$ шиною © пирамиды; слфдовательно высоты этихъ 
тетраэдровъ и данной пирамиды будутъ одинаковы, 
если за основавя треугольныхъ пирамидъ примемъ 
треугольники АДЕ, АДС и АВС. 

ИР" Очевидно, что У7=бАрРЕ-+ЬАСО + бАВС 
в или, на основаи предъидущаго предложения, 

У=:АДЕ. Н+-АСО. Н-+АВС.Н; 

отсюда 7={(АФЕ-+АСР-АВО). Н, 
ИЛИ У={4Н. 

Е 

А 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 509. Обземз устченной треулольной призмы равенз про- 
изведеню площади съчентя, перпендикулярнаю кз боковому 
ребру, на одну треть суммы боковых ребер. 

Пусть ребра АД, СЕи ВЕ параллельны между с0б0ю; сл$- 
довательно многогранникъ АВСРЕЕ есть усЪченная призма. 
Проведешемъ плоскости абс, перпендикулярной къ ребру АД, 
усЪченная призма разобьется на дв прямыя усфченвыя призмы 

абсЁР и афс(; каждая изъ этихъ призмъ равна сумм$ трехъ тет- 
раэдровъ, у которыхъ общее основане абс, и вершины нахо- 



Е 

Фит. 285-я. пятся для одной въ точкахъ Ш), Е Е а для 
р другой въ А,В, С ($ 505); а какъ ребра перпен- 

р г Дикулярны къ основаню абс, то Да, Ес и проч. 
будуть высотами этихъ тетраэдровъ. Поэтому 

. х объемъ афсЕ = 1а6с (ар + сЕ-ЬЕ) 
” с и объемь абсС =1а6с (аА {+ сС-РЬВ). 

о ь Сложивъ эти равенства, выведя абс за скобку, 
и замфтивъ, что 

ар + аА= АО, сЕ+ С = СЕи ВЫ-ЬЕ=ВЕ, 

получимъ объемъь АВСРЕЕ= абс. Ар Ни 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 510. 06земз устченной пирамиды сз параллельными 
основанлями равенз суммъ трехз пирамидз, у которылз одина- 
ковыя высоты с5 усъченной пирамидой; а основанлями будутз 
соотвтитственно два основамя усъченной пирамиды и мною- 
злольникз, которало площадь есть средняя пропорилональная 
между площадями первыхз двухзь основанщ. 

Пусть 9 и 4 означаютъ основашя усфченной многогранной 
пирамиды, Ы — высоту данной пирамиды, й — разетояе отъ 
вершины пирамиды до с$чешя 9, Ё— высоту усфченной пирамиды, 
т. е. #=Нр—й; Ги о объемы пирамидъ данной и отефченной 

отъ нея. Построимъ треугольникъ ВОР (фиг. 286), равномЪр- 
ный большему основаню @ данной многогранной пирамиды; изъ 
какой нибудь точки О этого основашя вообразимъ перпендику- 
ляръ къ его плоскости, и отложимь Об =; черезъ точку $ 
и каждую изъ сторонъ ДЕ, ОЕ и ЕЁ проведемъ плоскости, 
получимъ треугольную пирамиду ДЕР; проведемъ еще плос- 
кость АВС параллельно основаню ДЕР на разстояни 90’=), 
получимъ счене АВС, равном рное съ площадью сФченя д дан- 
ной многогранной пирамиды ($ 481). Объемы пирамидъ Уи 
5рЕРЕ, при равныхъ высотахъ и равномёрныхъь основаняхъ 
= ЕЕ, равномфрны (8 504); также объяениться, что объемы 
пирамид о и ОАВС равномфрны; слфд. и разности ихъ равно- 
ифрны, т. е. данная усфченная пирамида равномфрна усфченной 
треугольной пирамид» ДЕГАБС. И такъ, доказательство пред- 
ложен1я для всякой усфченной пирамиды сводится къ раземот- 

рёню усфченной треугольной пирамиды. 



Плоскостью, проведенною черезъ точку 4 и ребро ЕЁ, от- 
фиг. 286-я. дфлимъ отъ ус$ченной пирамиды четырегран- 

никъ АДЕЕ; у него основане и высота об- 
шя съ усфченной пирамидой. Остальную 
четырегранную пирамиду АВСЕЕ раздф- 
лимъ на двЪ трехсторония АСЕЕ и 
АВСЕ плоскостью, проведенною черезъ 
ребра АС и АЕ; у одной изъ нихъ АВСЕ 
служить верхнее основаве усфченной, при 
одинаковой высотф, потому то вершина на- 
ходится въ Е. Значитъ, получатея уже 
двЪ таклл пирамиды, о которыхъ сказано въ 

предложении, 

Отложииь Ра = СА и проведемъ плоскость черезъ точку 
С и прямую СЁ, пересфкающую грави ЕО и ЕБЕ по ли- 
мямъь СЯ и СЕ; составится четырегранникъ СЁЯЕ, равно- 
мфрный третьему четыреграннику АСЁЕЁЕ; потому что у обоихъ 
общее основании ЁЕСЁ, а вершины Си 4 находятся на лини 
параллельной плоскости основан. Теперь остается доказать, что 
площадь ЕСЕ средняя пропорц1ональная между основанями дан- 
ной усфченной пирамиды. 

Отловжимь ЁГ = СВ и проведемъ СТ, составится треуголь- 
никъ РОТ, равный АВС. Но въ треугольникахъ РаТи ЕСЧЕ 
основамя ЕГи ЕЕ лежать на прямой лини, и у нихъ общая 
высота; поэтому они пропорщональны своимъ основамямъ, т. е. 

РОТ или АВС: ЕОЕ = ЕТ или ВС: ЕЕ. 

Изъ такого же сравненшя треугольниковъ РЯЕ и ЕШЕ, 

ЕГОЕ: ЕОРЕ = РС или АС: ЕШ. 

Но въ подобныхъ треугольникахъ АВС и ЕШЕ стороны 
пропорщональны 

ВС: ЕЕ = АС: ЕО; 

поэтому, въ предъидущихь двухъ пропорщяхъ вторыя отноше- 
мя равны; слфдовательно и первыя тоже равны 

АВС: ЕСЕ = РСЕ: ЕБЕ. 

Значить, площадь треугольника ЕСЕ средняя пропорцо- 

нальная между обоими основанями усфченной пирамиды *). 

*) Доказательство это находится въ моемъ переводф геометр!и Сиррода, 
1847 г. 
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Другое доказательство. Пусть 4? и а’ означаютъ квадраты, 
раввомфрные основамямъ усфченной пирамиды; Ни й высоты т$хъ 
пирамидъ, которыхъ разность составляетъь усфченную пирамиду; 
Т ит объемы этихъ двухь пирамидъ; а Ё высота усфченной, 

т. е. р=Н — 1. 

У=:4?Н, о=4ай; отсюда У—о= (АН — а). 

4": “= Н?:17 (8 419), поэтому А: а=Н: 1; 

Аа А А 
отсюда Яъ-я им Н= 

также ав, сл$д. й = 

и . че, отсюда Г—9= (4 + Ааа’), 

ИЛИ ТУ — = А. : ча. : + 4.5. 

Этотъ выводъ доказываеть предложеше, потоху что Аа есть 

средняя пропорцщ!ональная величина между А’ и а°. 

$ 511. Выведемъ отношеше между объемами У п ф двухъ 
пирамидъ. Пусть @ и 4 означаютъ ихъ основания, Н и #— высоты. 

Извфетно, что У={@Н, 9=19%; раздфливъ одно равенство 
на другое, получииъ И: о= ОЛ: 4%, т. е. обземы двухё пи- 
рамидз пропорилональны нроизведеням5 площадей ит осно- 
ваний на высоты. 

Положлиъ, @4=9; получииъ Т:9=Н: В, т. е. оббемы дву15 
пирамидз, имъющихь равномърныя основанля, пропориюнальны 
высотам. 

А положивьв Н =, получимь Т:9 = 0:4, т. е. обземы 
двуть пирамидз, имъющихь равныя высоты, пропорцюналны 
площадям основан. 

Если одновременно @9=9 и Н=й, то У=, т. ©. обземы 

пирамидз, имъющихь равномърныя основамя и равныя вы- 

соты, равны. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 512. Обземы подобныхз пирамидз пропориональны ку- 

бамз слодственных реберз. 

18 
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Возьмемъ двф подобныя пирамиды; пусть ИУ и % означаютъ 
ихъ объемы, Фи 9— ихъ основамя, Ни й— высоты, Ддиа 
сходственныя ихъ ребра. Высоты подобныхъь пирамидъ Ни # 
пропорщональны ребрамъ 4 иа ($ 415), а площади 9и9— 
квадратамъ этихъ реберъ, т. е. 

Н# А 9 42 

аа а 

ВелЪдетв!е этихъ равенствъ, отношеше (8 511) 

он 7 4 

® 
. обратитея въ —=—-. 

4 № р о 

4. Показать возможность вычислен1л объема какого ни есть многогранника; 

объемы подобныхъ многогравниковъ пропорщональпы кубамъ сходственныхъ 
реберъ. Понят!я о правильныхъ многогранникахъ ст исходящими углами. 

$ 513. Мы показали способы для изифреня объемовъ призиъ 
и пирамидъ. Чтобы найти объемъ какого нибудь многогранника, 
разбиваютъ его на пирамиды проведенемъ плоскостей изъ вер- 
шины многогранника или изъ какой нибудь точки, взятой вну- 
три его, и вычисляютъ объемъ каждой пирамиды; сумма этихъ 
объемовъ составить объемъ даннаго многогранника. 

ПрЕДлОЖЕНТЕ, 

6 514. Объемы подобных мноютранниковз пропорилональны 
хубамз сходственныхз ребер». 

Мы видфли, что объемы подобныхъ призмъ и пирамидъ про- 
порцюнальны кубамъ сходетвенныхь ихъ реберъ: это — общее 
свойство всфхъ подобныхъ многогранниковт. 

Пусть У ио означаютъ объемы двухъ подобныхь много- 
гранниковъ, А и а— сходетвенныя ребра. 

Извфетно, что подобные многогранники можно разбить на по- 
добныя и одинаково расположенныя пирамиды; пусть Ги Ти 
г, Ти ЁКит. д. означаютъ объемы этихъ подобныхъ пирамидъ. 

Такъ какъ ребра подобныхъ многогранниковъ пропорц!ональны 
между собою, то 

Т:= 4: Т #=4:% Т г=4: 4, ит. д.; 



Е и А 

отсюда т=т=и=. = 

: ТР, тт 
р то 

$ 515. Правильнымь мношлранникомз называется такой 
мнолотранникз, вх котором всъ зрани равные и правильные 
мнолоуюльники, притомз всъ двуфанные улы равны между 
собою. Наприм$ръ, въ кубф грани — равные между собою ква- 
драты; двугранные углы, какъ прямые, также равны между собою; 
слдовательно кубъ — правильный шестигранникъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 516. Правильные мноюфанники мочуть быть только 
пяти видов. 

1) Вообразимъ, что грани правильнаго многогранника суть 
правильные треугольники. Каждый уголъ этого треугольника ра- 
венъ 2, принимая прямой уголь за единицу. Сумма плоскихъ 
угловъ около вершины многограннато угла веегда меньше 4-хъ 
прямыхъ; поэтому углы правильнаго иногогранника, котораго грани 
правильные треугольники, могутъ быть 

трегранные, 602 Ж3<4, 

четырегранные, ибо Х4<4, 

пятигранные, ибЖ5< 4. 

Нельзя допустить существован!е шестигранныхъ, семигран- 
ныхъ и т. д. угловъ, ибо 2Х 6 =4, а Х7, 2Ж8 ит. д. 
больше 4-хъ прямыхъ. 

И такъ, правильные иногогранники, которыхъ грани пра- 
вильные треугольники, могутъ быть не боле трехъ видовъ: 

Фиг. 287-я. 

Правильный тетраэдрз, — онъ ограниченъ 
четырьмя правильными треугольниками, и углы 
его трегранные. 

18* 
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Фиг. 283-я. 

Октаэдрз — ограниченъ осьмью правиль- 
ными треугольниками, и углы его четыре- 
гранные. 

Икосаэдрз — ограниченъ двадцатью пра- 
вильными треугольниками, и углы его пяти- 
гранные. 

2) Пусть грани правильнаго многогранника квадраты; углы 
такихъ многогранниковъ могутъ быть только трегранные; и дЪй- 

ствительно, сумма трехъ плоскихъ угловъ около 
Фит, 290-я. вершины многогранника меньше четырехъ пря- 

мыхъ; а четырегранные, пятигранные и т. д. 
углы невозможны, потому что сумма плоскихъ 
ихъ угловъ при вершин» не будетъ меньше 4 
прямыхъ. И такъ, изъ квадратовъ возможно 
Составить только одинъ видъ правильныхъ мно- 
тогранниковъ, именно *убз или эксаэдрз. 

3) Положимъ, что грани правильнаго многогранника пра- 
вильные пятиугольники. Уголь этого много- 

НВ угольника равенъ 2 Х 3 или 6 прямаго. Углы 
такихъ многогранниковъ могутъ быть только 
трегранные; ибо 8 Х3<4, а Х4, 8 Х5 
ит. д. больше 4-хъ. И такъ, изъ правиль- 
НЫХЪ ПЯТИУГОЛЬНИкоВЪ ВОЗМОЖНО Составить 
только одинъ видъ правильныхъ многогран- 
никовЪ, 0одекаэдрз; онъ ограниченъ 12-ю 
правильными пятиугольниками; углы его тре- 
гранные. 

Другихъ правильныхь многогранниковъ не можеть быть. Въ 

| | 
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самомъ дФлф, уголъ правильнаго шестиугольника равенъ 2х4 
или # прямаго; а &ЖХ 3 =4; слфдовательно, уголъ трегранный 
невозможенъ, и подавно невозможенъ уголъ четырегранный, пяти- 
гранный ит. д. 

Изъ правильныхъ '7-ми-угольниковъ, 8-ми-угольниковъ и т. д. 
невозможно составить правильныхъ многогранниковъ, потому, что 
углы ихъ больше угловъ правильнаго шестиугольника. Въ самомъ 
ДФЛФ, если 7 означаетъ число угловъ правильнаго многоугольника, то 

2 (“> прямыхъ или 2—+) прямыхъ 

будетъ выражать величину каждаго угла; и какъ, съ увеличе- 
. 4 

шемъ числа угловъ я, величина угла 2— >) увеличивается, а 

уголь правильнаго шеетиугольника равенъ 4, то уголъ всякаго 
правильнаго многоугольника, котораго число боковъ больше шести, 
будетъ больше &. 



ОТДЪЛТЪ ДЕВЯТЫЙ. 
0 круглыхъ тфлахъ. 

5. Прямой цилиндръ. — Сфчев:е цилиндра плоскостями, перпендикулярными и 
параллельными къ оси. — Конусъ. — Сфчен!е вонуса плоскостью, перпендикуляр- 
ною къ его оси, и плоскостью, проходящею черезь ось. — Шаръ. — Сфчеше 

шара. — Касательная плоскость. 

$ 517. Прямой чцилиндрз есть тльло, образуемое обра- 
щенемз прямоуюльника около одной изз ео сторонз, прини- 
маемой за неподвижную. 

Вообразимъ, что прямоугольникъ АВСШ обращается около 
стороны АВ, которал остается неподвижною; стороны ВС и АР, 
пря этомъ движени, будучи перпендикулярны къ прямой АБ, 
въ точкахъ Ви 4, должны лежать въ одной плоскости (8 318) 

и опишутъ круги. Круги эти называлотся основа- 
жями цилиндра. Прямая СШ) называется 7/20изв0- 
дящею, — она описываеть цилиндрическую или 
боковую поверхность цилиндра. Неподвижная 
прямая АВ называется осью цилиндра. Прямо- 
угольниЕЪ АВ СЛ называется ироизводящимз пря- 
моуюльникомз. Бысота цилиндра опредфляется 
разстоянемъ между его основанлями; слФдовательно 

высота прямаго цилиндра равна его оси или про- 
изводящей. 

Фиг. 299-я. 

8 518. Сьмеше цилиндра плоскостью, параллельною оси, 
есть прямоуюльникз. 

Пусть плоскость 1ЕР@К параллельна оси АВ, и слёдова- 
тельно перпендикулярна въ основаню (8 431); сфчешя ея съ 
основашями будуть прямыя 1Р и КС; докажемъ, что сЪчешя 
ея съ цилиндрическою поверхностью также прямыя. Вообразимъ; 



В 

что производяний прямоугольникъ АВСШ обращается около оси 
АБВ: когда точка ШО производящей ПС придетъ въ точку РЁ, 
то производящая ОС, будучи перпендикулярна къ основаню, 
должна лежать въ плоскости 1РаК; ибо плоскость 1РаК и 
основаве цилиндра взаимно перпендикулярны ($ 428). И такъ, 
производящая ОС, придя въ ЁР, будетъ находиться въ одно 

время на цилиндрической поверхности и на плоскости 
Фиг, 293-. ТИК, — значитъ, она принадлежить сфченшо этихъ 

поверхностей; слфдовательно плоскость 1КаЁЕ и ци- 
линдрическая поверхность пересфкамются по прямымъ 
лини Ра и 1К. Эти лиши, какъ производяпая, 
перпендикулярны къ основано, и слфдовательно па- 
раллельны между с0об00; а какъ 1 и СК также па- 

раллельны между собою (8 404), значить, четверо- 
угольникъ ГЕРОИ — параллелограммъ; онъ прямоуголь- 

никъ, потому что Р@, будучи перпендикулярна къ плоскости 
основая АОЕ, перпендикулярна и къ прямой ЕТ, проведенной 
по ней черезъ основате перпендикуляра. 

$ 519. Слфдетв1е. Съчеще цилиндра, проходящее черезь 
ось, есть прямоуюльникь, равный удвоенному производящему 
прямоуюльнику. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 520. Съчеше цилиндра плоскостью, перпендикулярною 
х5 си, есть круз равный основаню. 

Пусть плоскость ЕРА перпендикулярна къ оси АВ, слЪд. 
параллельна основаню (8 402), пусть О означаеть пересфчение 
этой плосвости съ осью; докажемъ, что сфчеше ЕРА есть кругъ, 
котораго центръ въ О. 

Возьмемъ на пересфчени плоскосли ЁЕРА съ цилиндриче- 
скою поверхностью кавля нибудь двф точки Е иР, и прове- 
демъ плоскости черезъ ось АВ и точку Р, также черезъ АВ 
и точку Е; получимъ параллельныя сфчешя ОРи АР ($ 404); 
ЕРи АО также параллельны, на основавши предъидущаго пред- 
ложеня; поэтому ОР= АР. Точно также докажется, что ОЕ = АО; 

а такъ какъ АГи АД равны, какъ радпусы основаюшя, то ОЕ = ОР. 
Точки ЕиР взяты произвольно на сфчени; поэтому всф точки 
пересфченя плоскости ЁЕРА съ цилиндрическою поверхностью 
находятся въ равныхъ разстолмяхъ отъ точки О; слБд. это 
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сфчене есть окружность, которой центрь въ О. КромЪ того, 
радусъ ОР равенъ радусу основашя АЕ; стало быть окружно- 
сти и круги, описанные ими, также равны. 

8 52]. Прямой конусз есть ттьло, образуемое обращенлемь 

прямоуюльнаю трелольника около одноло изз ео катетовз, 
принимаемаю за неподвижный. 

Вообразимъ, что прямоугольный треугольникъ АВС обра- 
щается около калета АВ, который остается 
неподвижнымь; другой катетъ АС опишетъ 
кругъ, котораго центръ въ 4, — этотъ кругъ 
называется основанлемз конуса; ипотенуза ВС 
опишегъ коническую поверхность или боковую 
поверхность конуса; точка БВ называется вер- 
ииною конуса; разстояше между основатемъ 
и вершиною называется высотою конуса, — 
она совпадаетъ съ неподвижнымь катетомъ, 
который называется осью конуса. Треугольникъ 
АВС называетсл производящима треуюм- 
никомб. 

Фиг. 294-я. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

В 522. Съчеше конуса плоскостью, перпендикулярною кз 
оси, есть круз. 

Пусть плоскость РС перпендикулярна къ оси, О — точка 
перес$ченя ея съ осью 4В; докажемъ, что Рары— 
кругъ, котораго цевтръ въ О. Возьмемъ по произволу 
двф точки Ли С на счени ЕС’ и проведемъ черезъ 
каждую и вершину ВБ прямыя, онф ветр$фтятъ окруж- 
ность основаня въ точкахъ Си ВЫ, и будуть про- 
изводящими конуса. Проведя плоскости черезъ АБ 
и ВН, АВ и ВС, получимъ параллельныя сЗченя 
АНи ОС, АС и ОЕ. Поэтому изъ треугольни- 
ковъ АВН и АВС, имфемъ 

АН: Од =АВ: ОВ, АС: ОЕР= АВ: ОВ; 

отсюда АН: Об = АС: ОЕ. 

Предъилуще члены АН и АС этой пропорцш, какъ радусы 
основан!я, равны между собою; слфд. и послфдующ!е члены равны 

90а = ОР. 

Фиг. 295-я. 
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Й такъ, дв точки а и А с$чемя РОО равно отетоятъ 
отъ точки 0; такъ же объяснимъ, что и ве точки сЪченя им$- 
ютъ то же самое свойство; потому что точки Я и Е взяты по 
произволу на сфченши; слфдовательно это сфчеше есть крутъ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 523. Съчеме конуса плоскостью, проходящею черезь 
065, есть равнобедренный треуюльникз. 

Пусть с$чеше ВНК проходитъ черезъ ось 4В; сЪчеше его 
съ основатемъ будетъ прямая НК; надобно доказать, что пере- 
сфчешя съ коническою поверхностью будуть прямыя. Точки В 
и Н принадлежать обфимъ поверхностямъ; слфд. производящая 
ВН также принадлежитъ имъ; значить, пересфчене сфкущей 

плоскости съ ковическою поверхностью будетъ производящая ВН. 
Такимъ же образомъ объяснится, что производящая ВК состав- 
ляетъ пересфчене тЪхъ же поверхностей; значить, ВНК есть 
треугольникъ, въ которомъ бока ВН и ВК равны, какъ на- 
клонныя, равно-удаленныя отъ основавя перпендикуляра АБ къ 
плоскости основаня. И такъ, сфчеше ВНК есть равнобедренный 
треугольникъ. Онъ равенъ удвоенному производящему треуголь- 
нику АВС; въ самомъ дфлЪ; треугольникъ АВН, составляющий 
половину треугольника ВНК, равенъ треугольнику АВС ($98), 
составляющему половину треугольника ВСГ. 

8 524. Шафрз есть тъло, образуемое обращенемь полу- 
круша около ею фаметра, принимаемао за неподвижный. 

При этомъ движеши, полуокружность опи- 
Фиг. 296-я. шеть шаровую или сферическую поверх- 

ность. 
Очевидно, что вс точки шаровой по- 

верхности находятся въ равныхъ разстоя- 
н1яхъ отъ центра производящей полуокруж- 
ности; на этомъ основанши говорятъ: %арз 
есть пиьло, офаниченное поверхностью, 
которой всь точки равно-удалены отз 
одной точки, называемой центром5 шара. 

Веякал прямая, соединяющая центрь шара съ какою нибудь 

точкою его поверхности, называется радусомз шара. Прамая, 

проходящая черезъ центръ шара и ограниченная его поверхностью, 

называется Фаметромь шара. 
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ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 525. Съченме шара плоскостью есть крув. 

Изъ центра шара О опустимъ перпендикуляръ ОЛ на с+- 
кущую плоскость ВСГ; докажемъ, что сЪчеше ВСГ есть вругъ, 
котораго центрь — въ основан’ .4 перпендикуляра къ сфченю. 

Произвольныя точки В и С лини сЁчешя ВОС соединимъ 

<ъ точкою 4, и проведемъ радусы шара ОВ и ОС. Радусы 
эти суть наклонныя въ плоскости сЪченя, и какъ они равны 

между собою, то основамя Ви С ва- 
клонныхЪ равно-удалены отъ основашя А 

р х перпендивуляра 0.4; поэтому АВ= АС. 
А. р И такъ, точки Ви С равно-отетоятъ отъ 

Фиг. 297-я. 

точки 4; а вакъ эти точки взяты произ- 
вольно на сфчени шаровой ‘поверхности съ 
сфкущею плоскостью ВСО; значитъ, эта 
лин1я есть окружность, а самое с$ченше — 
кругъ. 

$ 526. Слёдств!е. Изъ прямоугольнаго треугольника АВО 
иифемъ 

В0'=АВ + АО; 

значить, сумма квадратовь лийй АВ и АО — постоянная, 
именно она равна квадрату радцса шара; отсюда слфдуетъ, что 
съ увеличешемъ одной изъ двухъ лимй, АВ или АО, другая 
уменьшается, и обратно. Изъ этого заключаемъ: 

1) Кругъ, проистедший отъ сфчешя шара плоскостью, уве- 
личивается по мфрф приближения его къ центру шара, и обратно. 

2) Равные круги сфченй шара равно-удалены отъ его центра, 
и обратно. 

3) СЪчеше, проходящее черезъ центръь шара, имфетъ общий 
центръ и радусъ съ шароиъ, и оно больше всякаго другаго 
сфченя, которое не проходитъ черезъ центръ шара; потому что 
для сЪченя, проходящаго черезъ центрь шара, разстояме О.А 
равно нулю. 

$ 521. Основываясь на предъидущемъ замфчани, подразд®- 
ляютъ вруги на больиие и малые. Кругъ, проходящй черезъ 
центръ шара, называется болыиимь круюмз; а тотъ, который 
не проходитъ черезъ центръ шара, называется малымз круюмз- 
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Изъ опредфленя большихъ круговъ слфдуетъ: 
1) Бет больиие крузи одною шара равны между собою; 

потому что радлусы этихъ круговъ равны рад1усу шара. 
2) Больиие крузи взаимно-дълятся пополамз; потому что 

ихъ перес$чене проходитъ черезъ центръ шара и, слфдовательно, 
составляетъь даметръ, общй обоимъ кругамъ. 

3) Шарз и ею поверхность большимь круомь раздъля- 
ются пополамз. ДЪйствительно, вмфетивъ одну изъ двухъ частей 

дъленшя шара въ другую и совифетивъ большой кругъ этой 
части съ большимъ кругомъ другой, найдемъ, что поверхности 
этихъ частей совмфетятся; въ противномъ случаф, точки шаро- 
вой поверхности не были бы въ равныхъ разстоямлхъ отъ центра 
шара. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 528. Плоскость, перпендикулярная кз рафусу шара 
65 ею кониъ, имъетз одну только эту точку, общую сз ша- 
ровой поверхностью. 

Пусть ОЛ означаетъь радусъ шара; черезъ его конецъ 4 
проведемъ плоскость М перпендикулярно къ 40. Произвольную 

точку Г плоскости М соединимъ съ центромъ О, — получимъ 
, наклонную ОД къ плоскости; 
Фиг, 298-л. поэтону ОД) больше перпендику- 

ляра ОЛ; а какь ОЛ есть ра- 
д1усъ шара, то точка О лежитъ 
вн шара. Сказанное о точк$ 
Т относится ко всфмъ точкамъ 
плоскости М, кромф точки 4; 
значить, плоскость эта дЪйстви- 

тельно имфетъ одну только об- 
М щую точку съ шаровою поверх- 

ностью. 
Плоскость, иифющая одну только общую точку съ шаровою 

поверхностью, называется касательною плоскостью къ шару; а 

общая ихъ точка — точкою касанля. Поэтому ялоскость пер- 

пендикулярная кз радиусу шара в ео концъ, касательная 

кз шару. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ (ОБРАТНОЕ). 

8 529. Касательная плоскость къ шару перпендикулярна 

кз прямой, соединяющей точку касанля с5 центромз шара. 
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Въ самомъ дДЪлф, прямая, соединяющая точку касаня съ 
центромъ шара, кавъ радлусъ его, короче всякой прямой, с0е- 

диняющей какую нибудь точку касательной плоскости съ цент- 
ромъ шара; слфдовательно и проч. 

$ 530. Прямая, имтющая одну только общую точку 
сз шаровой поверхностью, называется касательною линщею 
кз шару. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 531. Касательныя лини из шару, проведенныя изз 
одной точки внъ шара, равны между собою. 

Пусть АВ и АС означаются касательныя лиши къ шару 
О, точки Ви С — точки касан1я; надо доказать, что АВ = АС. 
Черезъ касательную АВ и центръ О шара проведемъ плоскость, 

въ сфчеми получимъ большой кругъ РВО, къ 
Фиг. 299. которому АВ будетъ касательная (8 152) въ 

точкё В; сл5д. ВО 1 АВ. Точно также про- 
ведемъ плоскость черезъ касательную АС и 
центрь О, получииъ большой кругъ РСО и 
СО 1 АС. Прямоугольные треугольники АБО и 
АСО, имфя общую ипотенузу АО и равные 
катеты ВО= СО, какъ радусы шара, сами 
равны; сл$д. АВ = АС. 

6. Поверхности и облемы цилиндра и конуса. — Отвошен1я между поверхно- 
стями цилиндровъ и между ихъ объемами. — Отношен!е между поверхностями 
конусовъ и между объемами этихъ тфлъ. — Поверхность усфченваго конуса. 

$ 532. Поверхность называется вымуклою, если въ пере- 
сфчешя ел съ прямою лишею нельзя получить больше двухъ 
общихъ точекъ. Поэтому поверхности цилиндра, конуса, шара, 
призмы и пирамиды суть выпуклыя поверхности. 

8 533. Акстома. Всякая плоская филура менише выту- 
клой поверхности, имюющей сз ней обийй 0бв0дз. 

ПрРЕДЛОЖЕН!Е. 

$ 534. Всякая выпуклая поверхность меньше обземлющей 
ее выпуклой же поверхности, если объ имъютз общий 066005. 
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Доказательство имфетъ совершенно такой же характеръ, 
вакой мы употребили при доказательств® выпуклыхъ линй ($ 341). 

ПрЕДлОЖЕНТЕ. 

$ 5385. Полная поверхность цилиндра больше полной по- 
верхностии всякой вписанной в5 ней призмы и меньше полной 

поверхности описанной призмы около цилиндра. 
1) Чтобы вписать призму въ цилиндр, впи- 

шемъ многоугольникъ АВСОЕ въ одномъ изъ 
основанй цилиндра и изъ вершинъ этого много- 
угольника возставимъ перпендикуляры къ его плос- 
кости; перпендикуляры эти будуть производящими 
и перес$кутъ окружноеть другого основашя Въ 
точкахъ А’, В’, С’..; проведя прямыя А’В’, В’С', 
СТ,,..., получимъ прямую призму ($ 452), впи- 
санную въ цилиндрф. 

Фиг. 300-я. 

На основами предъидущей акоомы ($3 533), каждая изъ 
боковыхъ граней призмы, наприм$рь ВСС’ВБ’, меньше соотвфт- 
ствующей части цилиндрической певерхности ВЫСС’В'В’ виЪет% 
съ двумя круговыми сегментами ВСВ и ВЫС’В’. Поэтому бо- 
ковая поверхность вписанной призмы меньше боковой поверхности 
цилиндра, сложенной съ сумною сегментовъ обоихъ основан!й, 
отефченныхь отъ круговъ боками многоугольниковъ; а придавъ 
къ обфимъ частямъ неравенства оба основаня призмы, найдемъ, 
что’ полная поверхность цилиндра больше полной поверхности призмы. 

2) Чтобы описать призму около цилиндра, опишемъ много- 
угольникъ АВСР около одного изъ основанй 
цилиндра; а изъ точекъ касашя а, 6, С.... 
возставимъ перпендикуляры аа’, 65... къ оено- 
ваню до перес$ченя съ другимъ основанемъ; 

наконець, черезъ каждыя дв перес$кающяся 
прямыя АВ иода, ВС и ит. д., прове- 
демъ плоскости до пересфченя съ плоскоетью 
верхняго основаня; такъ получииъ прямую 
призму АВСОАВСЬТ’ описанную около 
цилиндра. ДЪйствительно, плоскость основан1я 
цилиндра перпендикулярна къ пересфкающимся 
плоскостямъ АВ’, ОА..... ($ 426); слБд. она 

нерпендикулярна и къ ихъ сЪчешямъ 4.4’, ВВ’.... ($ 429); по- 

Фиг. 301-я. 
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этому ребра 4.4’, ВВ’... параллельны между собою (8 391) и 
огравичены параллельными плоскостями АС и А’С”. 

Такъ какъ всякая выпуклая поверхность меньше объемлю- 
щей поверхности, если у нихъ общ обведъ ($ 533), то, раз- 
сматривая части цилиндрической поверхности, заключающейся 
между производящими аа’ и 65’, 66’ и сс ит. д., найдемъ, что 
выпуклая поверхность 
а’а60’ аа ВВ’- ВВЪЬ - площ. аВЬ- площ. а В; 

ибо 065 части этого неравенства имфютъ общй обводъ — фи- 
туру, ограниченную прямыми аа’, 606’ и дугами а6, аЪ. 

Также выпуклая поверхность 
есь «СС -+СС’с с -- площ. Се площ. ССЬ ит. д. 
Сложивъ эти неравенства и придавъ къ обфимъ частямъ два 

круга оснований, найдемъ, что полная поверхность цилиндра 
меньше полной поверхности описанной призмы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 536. Можно вз цилиндрь вписать и описать около 
нею призмы одинаково числа зраней, которыхь разность 
полнылё поверхностей будетз меньше всякой данной величины. 

Въ одномъ какомъ нибудь основаши цилиндра впишемъ и 

опишемъ около него правильные многоугольники одинаковато 
числа сторонъ; по этимъ многоугольникамъ построимъ вписан- 

ную и описанную прямыя призмы ($ 535). Примемъ слфдующя 
означеня: 

Боковыя Площ. Окружность 
новерхн. основанй. и периметры осн. 

цилиндра: 5, О, С: 

вписанной призмы: 5, я р: 
описанной призмы: 5”, йе Е 

Буквою А назевемъ ращусъ основамя цилиндра; онъ же 

есть апоеема многоугольника, описаннаго около круга; а буквою 
’ означимъ апоеему многоугольника, вписаннаго въ основанш; 
Н--пусть означаеть общую высоту цилиндра и обфихъ призиъ. 

На основани 58 458 и 296, полныя поверхности призмъ 
описанной и вписанной выразлтся такъ: 

5 20”=Р”"Н+{2.Р”.1В =Р"(Н- В), 
в +29 =Р'Н+2.Р' 17 =Р (Н-+ у); 

отсюда (5”+ 20”) — (59° 20) =(Р" — Р)Н-Р"Е— РУ”. 
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Удванвал числе боковъ основавй призмъ, получимъ таюмя 

призмы, что разность Р”— Р’ периметровъ основан1й, а также 
разность апоеемь А — у будетъ меньше всякаго даннато коли- 
чества (88 344, 345). Поэтому въ произведени (Р”— Р)Н 
множитель Р”—Р” есть безконечно-малое; другой множитель Н— 
постоянное; слфд. произведене (Р”— РН — безконечно-малое. 
Разность Р”А — Р’у также безконечно малая (5 333), потому 
что Р”—Р’ и В —х— безконечно-малыя количества. Поэтому 
сумма (Р”— Р’)Н-+ (Р”В — РУ), в вифеть съ тфмъ и раз- 
ность между полными поверхностями описанной и вписанной 
призмъ можно сдфлать меньше веякаго даннаго количества (8 330), 
если число боковыхъ граней призмъ постепенно удваивать. 

$ 537. Слёдетв!е Г. Вседа можно вз цилиндръ впи- 
салть или описать около нео такую призму, которой боковая. 
поверхность будетз разниться оть боковой поверхности ци- 
линдра на безконечно малое количество. 

Оставивъ означеня предъидущаго $, на основами 8 535, 
полнал поверхность цилиндра заключается между полными по- 
верхностями описанной и вписанной призиъ; поэтому 

5+20”>5+29>5 +20; 

лёд. (5”+20”) — (8-20) < (5 +20) — (52%); 
поэтому первая часть этого неравенства можеть быть сдфлана 
меньше всякаго даннаго количества (8 546); но эту первую 

часть можно представить такъ: (5”— 5)--2(@9”— 9), гдё 9"—@ 
положительное количество; слЪд. 

5" — 9< (5—5 +9(0"— 0); 
а Потому и 5” — 5 есть безконечно-малое количество. 

Такъ же докажется, что и 9 — ©’ есть безконечно-малое. 

$ 538. Слфдетв1е П. Боковал поверхность цилиндра, при 

удваивани числа граней вписанной и описанной призмъ, есть 

постоянная величина, къ которой боковыя поверхности призмъ 

приближаются, по величин, первая увеличиваясь, & вторая умень- 

шаясь (8 458), такъ что разность между этою постоянною и каж- 

дою перемфнною, какъ мы уже доказали ($ 547), можеть быть 

едфлана меньше всякой данной величины; поэтому боковая по- 

верхность цилиндра есть предълё, какз для боковой поверя- 
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ности вписанной, так и описанной иризмь, если увеличивать 

по произволу число зраней призм5. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 539. Боковая поверхность цилиндра измъуяется тпроиз- 
веденлемз окружности основамя на производящую. 

Пусть 6, Си НЫ означаютъ послфдовательно боковую по- 
верхность цилиндра, окружность основан1я и производящую, она 
же и высота цилиндра; надо доказать, что = СХ НД. 

Около цилиндра опишемъ призму; пусть 6” и Р” означаютъ 
боковую поверхность призмы и периметрь ея основаня. Поло- 
жимъ, что число граней описанной призмы постепенно удвапвается; 
велфдетвые этого, на основани 8 53%, назвавъ буквою а— без- 
конечно-малое количество, получимъ 

5—9 =а; отбюда б”= о -а..... (1). 

Но 5”=Р”Н ($ 453) и Р’= С-В, гдЪ В— безконечно- 
малое (8 344); слЪд. 

= (С-ВН=сН+ 03..... (2). 

Изъ (1) и (2) равенствъ, имфемъ 

5+ а= СН- 03, 

гдф СВ есть безконечно-малое; поэтому, на основанш $ 335, 

8 = СН. 

$ 540. СлЪдств!е Г. Чтобы найти полную поверхность 
цилиндра, надо къ боковой его поверхности придать удвоенную 
площадь основан1я. Впрочемъ, полную поверхность цилиндра мо- 
Жно найти независимо отъ боковой, потому что, на основанш 
$ 546, полная поверхность цилиндра есть предфлъ полныхъ по- 
верхностей вписанной и описанной призиъ. 

$ 541. Слёдств1е П. Пусть 5 и $ означаютъ боковыя 
поверхности цилиндровъ, А и “— рад1усы ихъ основайй, Ни 
# — высоты или производящия. 

На основанши предъидущаго предложения, имфемъ 

В=2тАН и $= 2 т7й; отсюда 5:5 = ВН: 74. 

Поэтому, боковыя поверхности цилиндров пропормональны 
площадямь прямоуюльниковз производящить цилиндры. 



ВО 

Ели В=о, то предъилущая пропоршя обратитея въ 
$:3=Н: В, т. е. боковыя поверхности чцилиндровз, имтю- 
щихь равныя основанля, пропорилональны высотамз. 

Положивъ Н=й, получишь б:53=В:т, т.е. боковыя по- 
дерхности цилиндровз, имъющихь равныя высоты, пропорилю- 
налны радусамз основами. 

Если положить одновременно А =хи Н =), то 6 = $, т. е. 
01да вз сравниваемыхь цилиндрахь радфусы оснований и вы- 
соты равны, то и боковыя поверхности также равны. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

8 542. Можно в5 цилиндртъ вписать и описать около нею 
призмы одинаковало числа зраней, которытё разность обземовь 
будетз меньше всякало даннало количества. 

Въ данномъ цилиндр впишемъ и опишемъ около него пря- 
мыя призмы, которыхъ основаня были бы правильные многоуголь- 
ники, одинаковаго числа боковъ, одинъ вписанный, а другой 

описанный около круга основамя цилиндра. Для краткости при- 
мемъ слфлующия означеня: 

Объемы. Площади основан!й. Высоты. 

цилиндра: т, О, Н, 
вписанной призмы: 7’, Н, 
описанной призмы: т”, .. Н. 

Призмы прямыл, слд. объемъ каждой равенъ площади основа- 

ня, умноженной на высоту; поэтому 

7” = 09”Н, Г=9.Н; отвюда ФТ =(0"— 9)Н. 
Удваивая число сторонъ правильныхъ  мнотоугольниковъ, 

вписаннаго и описаннаго около круга, составляющаго основание 
цилиндра, можемъ получить таке многоугольники, которыхъ раз- 
ность площадей ()” — @’ будетъ меньше- всякаго даннаго коли- 
чества; поэтому въ произведении (()”— @’)Н множитель (©”— ©’ 
есть безконечно-мало, а Н — постолнное; слфдовательно про- 
изведене, а вифет® съ тфыъ и разность У”— И’, будетъ безко- 
нечно-малое (5 332). 

$ 548. Сльдетв1е. Очевидко, что объемъ цилиндра больше 
объема вписанной призмы и меньше объема описанной призмы; 
поэтому разность между объемами цилиндра и каждой призмы. 

19 
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будетъ меньше разности между объемами призмъ; но какъ вее- 
тда можно вписать и описать такая призмы, которыхъ разность 
объемовъ — безконечно-мала, то и подавно разности У—Т’и 
УТ” — Г будуть безконечно-малы. Отсюда слфдуетъ, что обзем 
цилиндра есть предълз, какз для обземовз вписанныхь, такз 
и описанныхь призмз, если произвольно удваивать число зра- 
ней призмз. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 544. Обьем цилиндра измъуряется произведещемь пло- 
цади ею основащл на высоту. 

Около цилиндра опишемъ призму; оставивъ означеня объ- 
емовъ, площадей основаюй и высотъ т$ же, что въ $8 542, 

получимъ = оЖН. 

Улваивая число боковыхъ граней описанной призмы, найдемъ, 
на основами предъидущаго $, что У’— ГУ=а, @”— 9=В, 
тдЪ а и В безконечно-малыя; слфл. Г” =У-а и 40" = 9-8; 
вставивъ эти выраженял въ предъидущее равенство, получимъ 

У а=(9-+ВН или Уф а= ОН- ВН; 

отсюда ($ 335) 7=ОхХН. 

$ 545. СлЪдсетв!е. Пусть Гио означаютъ объемы двухъ 
цилиндровъ, В и ’— радусы ихъ основанй, Н и й— высоты, 
оф же производящия. 

На основани предъидущаго предложеня, получииъ 

У—=тА?Х Н, = т" Х 1; отсюда ТГ: о=т ЕН: п", 

Т. е. объемы цилиндровь пропорилональны произведенямз пло- 
щадей ихъ основами на высоты. 

Если положить въ предъидущей пропорщи А=у, то 
Т: =Н:1, т. е. объемы цилиндровъ, имъющих равныя ос- 
нованля, пропорциональны высотамз. 

Положивъ въ той же пропорци Н=й, получимъ Г: 0== В? : п? 
или Г: 0= Д* 27, т.е, обземы цилиндровз, имтющихь равныя 
высоты, пропоримональны квадратамз рад усовь основан. 

Если въ той же пропорщи одновременно А=у, Н=й, то 
У=ь, т. е. обземы цилиндров, импющихз равныя основаняя 
и равныя высоты, равны между собою. 
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$ 546. Примпчане. Если окружность принять за периметръ 
правильнаго многоугольника, котораго бока безконечно-малыя ли- 
ни ($ 354), то цилиндръ можно принять за прямую призму, съ 
безконечнымь числомъ граней, которой основаше — правильный 

уногоугольникъ съ безконечно-малыми боками, а боковыми реб- 
рами будутъ производящя. Но боковая поверхность прямой 

призмы равна произведено периметра основаня на ребро; вы- 
ражене это не зависитъ отъ числа граней призмы; слфд. боко- 
вая поверхность цилиндра равна произведеню окружности осно- 
ван1я на производящую. 

Объемъ призмы равенъ произведеню ея площади основаня 
на высоту, и это выражене не зависитъ отъ числа граней призмы; 
слфловательно и объемъ цилиндра равенъ произведентю площади. 
его основатя на высоту. 

Настоящее примфчан!е, не смотря на простоту выводовъ для 
измфренй поверхностей и объемовъ цилиндра, не точно; ибо 
нельзя привую лин!ю — окружность принять за ломанную; во при- 
уфчаемъ этимъ можно пользоваться, какъ средствомъ для 0об- 
легченл памяти: кто знаетъ, какъ измфряются поверхности и 
объемы прямой призмы, тотчасъ припомнить выраженя, служа- 
щ1я ифрою поверхности и объема прямаго цилиндра. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 547. Полная поверхность конуса больше полной поверх- 
ности вписанной вз ней пирамиды и меньше полной поверх- 
ности описанной ‘около нея пирамиды. 

]) Чтобы вписать пирамиду вЪ конус, впишемъ мнотоуголв- 
никЪ ВЪ ея основани и черезъ бока АВ, ВС.... и вершину ко- 
нуса Т проведемъ плоскости; такъ нолучимъ вписанную пира- 

милу ТАБСР. 
Треугольникъ АВТ меньше соотвфтствующей ему 

конической поверхности, сложенной съ круговымъ 
сетментовъ АВА ($ 533); то же скажемъ и о про- 
чихЪ треугольникахъ; слфдовательно боковая поверх- 
ность пирамиды меньше боковой поверхности конуса, 
сложенной съ суммою сегментовъ, отрЪзанныхъ отъ 
круга основанл боками АВ, БС....; а придавъ къ 
обфимъ частямъ неравенства площадь многоуголь- 
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ника АВС, вайдемъ, что полная поверхность вписанной 
пирамиды меньше полной поверхности конуса. 

2) Чтобы описать пирамиду около конуса, опишемъ много- 
угольникъ около его освовашя и проведемъ илоскости черезъ 
каждый бокъ этого многоугольника и вершину Т; проведемъ еще 
производящая Та, Т5,... въ точки касашя а, 6,... 

На основани предложеня (5 534), часть выпуклой по- 
верхности конуса аФТ меньше объеилющей 

Фиг. 303-я. ее аВТ--ТЬ ВТ сегм. а6 В; то же скажемъ 
и о другихъ частяхъ конической поверх- 
ности бсТ, саТ и даТ; слфд. боковая по- 
верхность конуса меньше боковой поверхно- 
сти пирамиды, увеличенной площадями, ко- 
торыя заключаются между описаннымъ иного- 
угольникомъ и кругомъ; а придавъ къ обфимъ 
частямъ неравенства по кругу основаня, най- 
демъ, что полная поверхность конуса меньше 

нолной поверхности описанной пирамиды. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 548. Можно в5 конус вписать и описать около нео 
правильныя пирамиды одинаковолю числа зраней, которытв 
разность полныхь поверхностей будетз меньше всякало дан- 
на количества. 

Впишемъ въ основами и опишемъ около него два правиль- 
ные многоугольника одинаковаго числа боковъ; пусть Р” озна- 
чаеть периметръ описаннато многоугольника и АВ — одинъ изъ 
его боковъ, Р’ означаетъь периметръ вписаннаго многоуголь- 
ника, и аб одинъ изъ его боковъ; ОМ и От будутъ апоеемы 
этихъ мнотоугольниковъ. Примемъ эти многоугольники за осно- 

Фиг. 304-я В8я правильныхь пирамидъ, которыхъ вершины 
т находятся въ вершин Т’ даннаго конуса; аповемами 

пирамидъ будутъ ГМ и Тт. Положимъ, что ©” и 
5’ означаютъ соотвфтетвенно боковыя поверхности 
описанной и вписанной правильныхь пирамидъ, (” 
и @’— площади ихъ оснований. Надо доказать, что 

(5 - 9”) — (5'+ @’) есть безконечно-малое, при 
условш, что число граней пирамидъ произвольно 
увеличивается. Замфтимъ предварительно, что при 
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этомъ услови разности периметровъ Р”-— Р’и разности аповемъ 
ОМ-От суть безконечно-малыя (58 344, 345). 

На основани $5 460 и 296, имЪфемъ 

5" + 9"=:Р”. ТМ + ЕР”. ОМ, 
5'- 9 ={Р.Тт-+{Р. От; отеюда 

(5”+ 4) —(5'+ 9)=@Р”. ТМ—Р. Тт)-- ЕР“. ОМ—1Р'". От). 

Слатаемое 1 Р”. ТМ —+{Р. Тт есть безконечно-малое ($ 333), 
потому что разности Р”— Р и ТМ — Тю безконечно - малыя; 
о первой разности мы уже замфтили выше, а ТМ — Тю, какъ 
разность двухъ сторонъ треугольника 7/Мт, меньше третьей сто- 
роны Мм, которая есть безконечно - малое. Въ другомъ сла- 
таемомъ имфемъ также разности Р’”_ Ри ОМЬ— От= Мт 
безконечно-малыя. И такъ, сумма этихъ слагаемыхъ можетъ быть 
сдфлана меньше вслкой данной величины. 

в 549. СлЪдетв1е Г. Вседа можно вз конусъ вписать и 
описать около нею такую правильную пирамиду, которой 
боковая поверхность будетз разниться отз боковой поверх- 
ности конуса на безконечно-малое количество. 

Примемъ слфдующйя означеня: 

Боковыя поверхности. Площади оснований. 

конуса: 5, О, 
вписанной пирамиды: 5’, (’, 
описанной пирамиды: 5”, ©” 

Полныя поверхности конуса, вписанной и описанной пирамидъ 
послфдовательно равны 5- ©, 9+ @, 5”-+ 9” На основанш 
$ 547, имфемъ 

9+ 9'>8+9>5+%: 
отсюда (5”- 9”) — (5+ 9) < (5 9”) — (5-9); 
поэтому первую часть этого неравенства можно сдфлать меньше 
всякаго даннаго количества, ибо вторая часть, на основани предъ- 
идущаго 8, есть безконечно-малое количество; но эту первую часть 
можно представить такъ: (5” — 5) + (9”— 0), тд 9-9 
положительное количество; а потому 

5" — 9 < (5 — 5) + (9" — 0), слщ. 5—5 

есть безконечно-малое. 
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Такъ же докажется, что и б — 5’ — безконечно-иалое. 

& 550. Слёдств1е П. Боковая поверхность конуса, при 
удвоении числа граней вписанной и описанной правильныхъ пи- 
рамидъ, есть постоянная величина, кЪ которой боковыя нповерхноети 
пирамидъ приближаются, по величинф, первая увеличиваясь, а 
вторал уменьшаялеь (8 460) такъ, что разность между этою пос- 
тоянною и каждою перемфнною, какъ это уже доказано ($ 549), 
есть безконечно-малое; поэтому боковая поверхность конуса есть 
предл, какз для боковой поверхности вписанной, такз и опи- 
санной правильныхь пирамид, если увеличивать по произволу 
число зраней пирамид5. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 551. Боковая поверхность конуса измъряется полови- 
ною произведеня окружности основаня на производящую. 

Пусть 5, С и К означаютъ поелфдовательно боковую поверх- 
ность! конуса, окружность основатя и производящую; надо дока- 
зать, что 9=1/).С.К. 

Около конуса опишемъ правильную пирамиду; пусть б” и 
Р” означаютъ боковую поверхность пирамиды и периметръ ея 
основанял. Положимъ, что число граней пирамиды постепенно уве- 
личивается; велфдетве этого, на основани предъидущаго, 8$ 549, 
назвавъ буквою а безконечно-малое, получимъ 

5” — 5 =; отсюда 5” = а (1). 

Но 5” =т,Р”К (8 460) и Р’= С-В, гдф В — безконечно- 
малое количество (8 344); слёд. 

6" = (С-+В)К=',СК- КЗ (2). 

Изъ (1) и'(2) равенствъ, инфемъ 

б-та=т.СК- Ч. КЗ, 

тд% ‘КЗ — безконечно-малое: слфд. 5 ='/,СК ($ 335). 

$ 5592. Олъдств!е [. Чтобы найти полную поверхность ко- 

нуса, надо къ боковой его поверхности придать площадь основания. 

8 553. Слёдетв:е П. Положимъ, что б и $ означаютъ 
боковыя поверхности конусовъ, А и а— ихъ производящя, С 
и с — окружности, В и г — радусы оснований. 



— 295 — 

На основанш предъидущаго предложены, имфемъ 

5 =1/,СХ А, з=1.сХ а; отсюда 5: 3= СА : са; 

поэтому, боковыя поверхности конусовз пропоршональны про- 
изведенлямь изх окружностей иль оснований на производяиия. 

Положивъ въ пропорцш С = с, получим б:3=А:а, т.е. 
боковыя поверхности конусов, имюющить равныя основанля, 
пропорилюнальны производящимз, потому что изъ равенства 
С = с, слфдуетъ В=х икА’' =. 

Положивъ въ той же пропорци А = а, получимъ 5:3 =0:с, 
или б:5=Д: и, Т. е. боковыя поверхности конусовз, имтъю- 
щилз равныя производящия, пропорциональны радусамз осно- 
ваний. 

Наконецъь, если С=си А=а, 10 5=$5, т. е. боковыя 
поверхности конусовз, которытз основаная и производяипя 
равны, равны между собою. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 554. Боковая поверхность конуса измтряется произ- 
веденчемь ео высоты на окружность, которой радусь равен 
перпендикуляру, возставленному вё съкущей плоскости, про- 

ходящей черезз ось, изъ середины произво- 
дящей до пересъченля сё осью. 

Пусть АТО означаетъ прямоугольный 
треугольникъ производящий конуеъ, ТО — 
ось конуса, треугольникъ АВТ сфчеше ко- 
нуса по оси ТО, С — середина производя- 
щей АТ, Ср-+ АТ, надо доказать, что бо- 
ковая поверхность конуса 5 =2=тСШ. ТО. 

Намъ извфетно (8 551), что 

Фиг. 305-Я. 

=. д или 9 =. ОА. СТ; 

треугольники АТО и СОТ, имя общ уголь Т и прямые углы 
при вершинахь О и С, подобны; слёд. ОА Ср=ТО: СТ, 

отсюда ОА. СТ= СО. ТО; поэтому 5 = 2«СШО . ТО. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

8 555. Боковая поверхность конуса, усъченнаю парал- 
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лельно основанию, измьряется произведенемз полусуммы окруж- 
ностей оснований на производящую. 

Конусъ бАВО разефчемъ плоскостью А’В’ параллельно осно- 
ваню и докажемъ, что боковал поверхность 

АА’ВВ’=+ (окр. ОА { окр. 0’) Х ВВ. 

Разе$чемъ конусъ плоскостью 4В5, проходящею черезъ ось; 
а вЪ плоскости этого сфчемя изъ точки В возставимъ перпен- 
дикуляръ ВС, длиною, равною окружности основаня; точку С 

соединимъ съ вершиною ©; а черезъ. 
Фиг. 306-я. точку В’ проведемъ хорду В’С’, 

5 ый С" 6 параллельную боку ВС треугольника 
ВС5. Прямая В’С’ равна окруж- 
ности, описанной радусомъ О’Б’ 
въ самомъ дфлф, окружности ОВ 
и О’В’ пропорщональны радлусамъ 
ОВБи О’В’; а эти послфдяе про- 
порцональны прямымъ СВ и 5Б’; 

слфдовательн0о окр. ОВ: окр. ОВ’=5В: 5В’ 

но ВС: ВС =5В: 5В;; 
три члева этихъ пропорщй порознь равны, ибо окр. ОВ = ВС; 
поэтому и четвертые члены равны, т. е. окр. О’В’=Б'С”. 

Выражен1я, изифряющ!я боковую поверхность конуса бАВО 
и площадь треугольника ЭВС, одинаковы (58 551, 290); сл1;- 
довательно боковая поверхность конуса ЭАВО равна площади 
треугольника ОВС; по той же причин, боковал поверхность ко- 
нуса 5.4’В’О’ равна плошади треугольника 5В’С’. Отсюда за- 
ключаемъ, что боковая поверхность усфченнаго конуса АВВ’А” 
равна площади трапеци В’С”СВ; слфд. опа измфряетея выра- 
жешень {ВС В'С)ХВВ’ или 1 (окр. ОА--окр. О’'А)Х ВБ’. 

$ 556. СлЬдетвте. Если черезъь середину В” уофченной 
производящей ББ’ проведемъ плоскость, параллельно основаню 
конуса, и прямую В”С”, параллельную основаюяиъ трапеци ВС”, 
то, какъ и прежде, докажемъ, что окр. О”В” = В”С”. Извфетно, 
что трапешя измфряется также произведетенъ В”С”Х ВБ’; 
слфдовательно боковая поверхность усёченнато конуса равна 
окр. О"В"Х ВБ. И такъ, боковая поверхность устъченнало ко- 
нуса измъряется произведенемь окружности стъченля, равно- 
отстоящелю отз основами, на производящую. 



ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 557. Боковая поверхность усъченноло конуса измъ- 
ряется произведенлемь усъченной высоты на окружность, ко- 
порой радуусь равенз длинъ перпендикуляра, возставленнио 
в5 сюкущей плоскости, проходящей черезз 06%, изз середины 
устъченной производящей до пересъченая с5 осью. 

Въ плоскости 4АВХ (фиг. 307), черезъ середину ВБ”, усЪченной 
производящей ВВ’, проведемъ периендикуляръ В”Ркъ ВВ’ до пе- 
ресфченя въ Р’съ осью конуса О, и докажемъ, что поверхность ус$- 
ченнато конуса АВ В’А’ равна произведеню высоты ОО’ усфченнаго 
конуса на окружность, описанную рад1усомъ ЕВ”. Въ той же плос- 

кости АВб проведемъ В’С` перпендикулярно 
къ АВ; получимъ подобные треугольники 
ВВ’а и В”О’Г, потому что стороны уг- 
ловъ В’и В” взаимно перпендикулярны, 
а углы Я и О” — прямые; сл$д. 

ВВ’:В"Е= В’а : В"О’; 

отсюда ВВ’Х В" 0” =В”ЕХ В’С. Но 0о- 
ковая поверхность усфченнаго ковуса равна 

9к0”В”Х ВВ’ ($ 556); слфд., замфвивъ произведение посл®д- 

нихъ двухъ множителей, ему равнымъ, получимъ 

кВ”РЖХ ВС или 3 В”ЕХ О0.. 

Фиг. 307-я. 

ГА 
>. 
ам 
/:“ 

. 
' 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

6 558. Можно в5 конусь вписать ш около нею описать 

правильныя пирамиды, которыхь разность обземовз будете 

меньше всякало даннало количества. 

Въ давномъ конус® впишемъ и около него опишемъ правиль- 

ныя пирамиды, которыхъ основашя были бы правильные много- 

угольники одинаковаго числа сторонъ. Для краткости примемъ 

слфдующя означеня: 

Объемы. Площади оснований. Высоты. 

конуса: , Ц, Н, 

вписанной пирамиды: У’, (, Н, 

описанной пирамиды: И”, | Н. 

На основани $ 508, 

У’ =10”Н, Г’ =19'Н; отсюда У” — У’ =3Н( 4" — 9). 
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Если удваивать число сторонъ основанй пирамидъ, то ©” — ©’ 
будетъ безконечно-малое ($ 347), Н остается постояннымъ; слд. 
У”— Г’ можно сдфлать меньше всякаго даннаго количества. 

$ 559. Слёдетвте. Оставивъ предъидущия означешл объ- 
змовъ конуса и пирамидъ, вписанной и описанной, имфемъ, велфд- 
‹тв!е очевидности, акетомы, 

иУ>И; 

отсюда Г’— Ти Г— И, каждое, будетъ меньше разности 
7” — Г, а эту посл5днюю можно сдфлать меньше всякаго даннаго 
количества. Поэтому, вседа можно в конус вписать или около 
нею описать такую правильную пирамиду, которой обзем 
будеть разниться отз объема конуса на безконечно-малое ко- 
личество. На этомъ основами 0бземз конуса есть предълз, 
какъ для вписанных, такз и описанныхь 0б%емовз правил- 
ныхз пирамид, если число ихз траней увеличивать произвольно. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

$ 560. Обземз конуса измъряется третьею частью про- 
изведеняя площади ею основания на высоту. 

Около конуса опишемъ правильную пирамиду; оставивъ озна- 

ченя объемовъ, площадей основанй и высоту т же, что въ 

$ 558, получимъ 
174 у Е 10” Хх Н, 

Если удваивать число сторонъ основатя пирамиды, то, на 
основан предъидущаго $, получимъ И”= И-Ра; также. "= 9-8, 
гд$ и и В безконечно-малыя; слфд. 

У-+а= (9 -+ВН ши У-+а«={09Н- ВН. 

Изъ поелфдняго равенства получинъ Г=4 ОН. 

$ 561. Слёдетв1е. Пусть Уи о означають объемы двухъ 
конусовъ, А и х — радусы основанй, Н и А — высоты. 

= АХ Н, о=1м®" Ж\; отвюда Г: =кЁХ Н: ХФ. 

Поэтому, обземы конусовз пропоршмональны произведенлямь 
площадей ить оснований на высоты. 

Если В=и, то 7:0 =Н: 1; звачитъ, обземы конусовз, имтъ- 
ющих равныя основаня, пропорщональны высотамз. 
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Ели Н=1,то Г: 9= В? : 17; поэтому обвемы конусовь, имъ- 
ющих равныя высоты, пропориюнальны квадратамз ради- 
с06з основана. 

Наконець, ели А=ги Н=Л, то ==; поэтому обземы 
хонусовз равны между собою, если у нихъ основатя м вы- 
соты равны. 

$ 562. Примъчане. Примфняясь къ $ 354, найдемъ, 
что конусъ можно принять за правильную пирамиду о безконеч- 
номъ числ боковыхъ граней; при этомъ апоеема пирамиды бу- 
детъ производящею конуса, а высота пирамиды и конуса будетъ 
общая. Боковая поверхность правильной пирамиды измфрлется 
половиною произведеня периметра основамя на апоеему пира- 
ииды ($ 460); а объемъ пирамиды измфряетея произведенемъ 
площади ея основанмя на треть высоты (8 508); притомъ вы- 
раженя эти не зависятъ отъ числа боковыхъ граней пирамиды; 
поэтому, боковая поверхность конуса измтряется половиною 
произведеня окружности основамя на производящую; а объем 
конуса измъряется третъею частью произведеня площади 
основаня ею на высоту. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

в 563. Обземь конуса, устъьченналю параллельно основанйю, 
фавенз суммъ трелз конусовз, у которытз высота общая сз 
высотою усъченнаю конуса, а основамями ихз служат оба 
основанля устченноло конуса и плошадь средняя пропорипо- 
нальная между ними. 

Пусть Г иоф означаютъ объемы полнаго конуса и отефчен- 
наго, В и х— рад1усы ихъ основанй, НЫ и 1 высоты; иеко- 
мый объемъ усфченнаго конуса будетъь равенъ разности Г — 9; 
а высота усфченнаго конуса будетъ Н—1. 

__ 4. Р2 . 
Намъ извЪфетно, что { ее т ото У —о—тЕН —1 т 

о = ти й; 

ИЛИ ТУ —ь =^ (ЕН — 721). 

Извфстно также, что В: .=Н: 1; 

В(Н— 1) 
отсюда В—х:В=Н—1:Н; слёд. Н= В : 
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Вх: =Н— №: 1; отсюда 1 = ры л 
ВЕ —т 

ВН 1) 7 (Н — 7) 
Поэтому У — и= = ГВ 

_ ®Н- Е-п 

Е = 

в: . (® В? -- п” + кВ». 
3 

Этимъ и доказывается предложене; потому что Н — 1 вы- 
ражаеть высоту усфченнато конуса, "А? и т!’ — площади оено- 
ванй усЪченнаго конуса; а Вх есть ередняя пропорцональная 
между Ви 17°; сл%д. пВи есть средняя пропорщональная между 
площадями основай пА? и п. 

7. Поверхности шароваго сегмента, шара, полса и всего шара. — Объемь ша- 
роваго сектора, шара, сегмента и сферическаго слоя. 

$ 564. Если разсфчь шаръ плоскостью, то его объемъ и 
поверхность раздфляется на лв части; каждая часть объема, 

называется щаровымь сементомз, а часть шаровой поверхнво- 
сти — саментною поверхностью. Поэтому щаровымь самен- 

7п0м5 называется часть шара, отсъкаемая плоскостью; а са- 

ментною поверхностью называется часть шаровой поверхно- 

сти, отсткаемой плоскостью. Кругъ, отефкающй оть шара 

сегментъ, называется основанемз сегмента, онъ же называется 

основанемъ сегментной поверхности. Часть перпендикуляра, опу- 
щеннаго изъ центра Шара на основане сегмента, и заключаю- 

Щаяся между этимъ основанемъ и сегментною поверхностью, — 

называегся высотою сегмента, а также — высотою сегментной 

поверхности. 

$ 565 Шаровой сегментъ и его поверхность можно полу- 
чить оть вращентя части круговаго сегмента и дуги. ДЪйстви- 
тельно, возьмемъ дугу АВ окружности О; черезъ конецъ ея А 
проведемъ дламетрь 4.4’, а изъ другаго конца В опустимъ пер- 
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пендикулярь ВС на АА’. Вообразимъ, что фигура вращается 
около дламшетра АА’: полукрутъ АВА’ 

и опитетъ шаръ, а перпендикуляръь ВС опи- 
в шетъ кругъ, который и раздфлитъ таръ и 
| его поверхность на двф части; такимъ 0об- 

разомъ дуга АВ опишетъ сегментную по- 
верхность, а фигура АСВ — шаровой 
сетментъ; кругъ, описанный радлусомъ ВС, 
будетъ основане, а СА -— высота сегмента 

А и его поверхности. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 566. Поверхность, происшедшая отз вращешя правил- 
ной ломанной лини около Яаметра круа, описаннаю около 
этой лини, равна окружности, вписанной въ этой мии, 
умноженной на проэкибю ломанной на ось вращеня. 

Возьмемъ какую нибудь дугу А.В 
Фиг. 509-я. окружности 0; черезъ одинъ конецъ 

ея А проведемъ дламетрь 4’; дугу 
АВ раздЪлимъ на произвольное число 

равныхъ частей АД, ОС, СВиоо- 
единимъ смежныя точки дфленя между 
собою, получимъ правильную ломанную. 
Опустивъ перпендикуляры Оа, 06, 
Ос на хорды АД, ОС и СО, полу- 
чимъ Оа = 0$ = Ос; окружность, опи- 
санная рад1усомъ Оа, булетъ вписан- 
ною, а описанная радлусомъ ОЛ — 

описанною около правильной ломанной. 
Означимъ проэкци АХ’, ОС, СБ’ 
хорд АД, ОС, СВ ва даметръ АА’; 
прямая АБ’ выразить проэкщю ло- 

манной АДСВ на томъ же даметр$ 4”. 
Вообразимъ, что вся фигура вращается около д1аметра 44’; 

при этомъ прямыл АД, ОС, СВ произведутъ нфкоторыя поверх- 
ности, которыя составятъ поверхность отъ вращемя  ломанной 
АРСВ; надо доказать, что 

пов. АДСВ = окр. Оах АВ’, 
тдф подъ выражетемь пов. АДСВ будемъ разумфть поверх- 
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ность, происшедшую отъ вращешя ломонной АДСВ; точно 
также поверхность, происшедшую отъ вращеня, напримфръ, пря- 
мой АД или ВС, будемъ означать пов. АВ, пов. ВС. 

Очевидно, что пов. 4О)СВ = пов. АР - пов. ОС -- пов. СВ. 
Ипотенуза АЛ), при вращенш прямоугольнаго треугольника 

АГ’ около катета АГ’, произведеть боковую поверхность 
конуса; слфд. на основани 8 554, 

пов. А4)=2м. Ода. АГ. (1). 

Если СШ ва своемъ продолженш пересфчеть ось вращения 

АА’, то прямоугольный треугольникъ ЭСС” произведетъ конусъ; 
прямая ДС произведетъ боковую поверхность усфченнато вонуса; 
на основаши 8 567, получимъ 

пов. РС= 9. 0а. ГС" (2). 
Если прямая СВ’ параллельна оси врашеня 4.’ то пря- 

моугольникъ СБ’ произведетъь цилиндръ; а прамая СВ— боко- 
вую его поверхность; слФд., на основати 5 589, получимъ 

пов. СВ=2к. Оа. С’В.. (3). 

Сложимъ по частямъ равенетва (1), (2) и (3) и, вифето 
АТОС СВ’, возьмемь АВ’, получимъ 

пов. АДСВ=2т.0Оа. АВБ.. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

в 567. Вседа можно в5 сеаментной поверхности впи- 
сать или около нея описать такую поверхность, которая 
будет» разниться отз саментной поверхности на безконечно- 
малое количество (фиг. 310). 

Возьмемъь дугу АВ окружности 0; впишемъ въ ней пра- 
вильную ломанную 4ОСВ, т. е. тавую ломанную, которой хорды 
АТ, ОС, СВ равны между собою, и опишемъ такую же ло- 
манную ($ 317) А’О’С’В’; изъ точекъ В и ВБ’ опустимъ пер- 
пендикуляры на дламетръ 4.4”; проведемъ апоеемы ломанныхъ, 
ОМ=Е и ОМ==х; разность ихъ В —х будеть безконечно- 
махое, если постепенно удваивать число хордъ ломанныхъ, что 
и предполагается при доказательств® предложеня. Заифтимъ еще, 
что и разность 4’ — АР= АА’- ЕЁ’ также булетъ безко- 
нечно-малая; ибо 4.4’ можно принять за разность апоеемъ пра- 
ВИЛЬНЫХЪ МНОГОугОольниковъ, опиваннаго и вписаннаго въ окруж- 
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ности, которой рад1уеъ равенъ 0.4’; слфд. А.А и меньшая ея 
ЕЕ’ будутъ безконечно-малыл. 

При обращени фигуры около д1а- 
Фиг. 310-я. метра 4.4”, дуга АВ произведеть сег- 

ментную поверхность, которую озна- 
чимъ черезъ ©; ломанныя АОСВ и 
А’Т’С’В’ произведутъ вписанную и 
описанную поверхности, — назовемъ ихъ. 
буквами, первую ©’, а вторую 5”; пря- 
мая ВБ’ произведетъ поверхность ус%- 
ченнаго конуса, — назовемъ ее бук- 
вою т. Надо доказать, что 5—5, & 
также б”— © будуть безконечно- 
малыя, конечно, при неопредленномъ 
увеличивани числа хордъ ломанныхъ, 

ео производящихъ эти поверхности. 
| Три поверхности (5” + м), бию” 

имфютъ общий обводъ — окружность, 
\ описанную радтусомъ ЕВ; слфд. каждая 

я объемлющая больше своей объемлемой; 

поэтому 

(5+ т) >95’; 

отсюда, какъ акс1ома, слфдуетъ, что 

9—5 < (“+т в. ..1) 

и (Ем) — 5< (5 +т) — 5’; 

но очевидно, что 5” -- 5 < (5 т) — 5; 

елЪд. ит. . (2). 

И такъ, если Докажемъ, что вторая часть неравенствъ (1} 
и (2) — безконечно-малая, то и первыя части, т. е. 5 — би 
5’ — 5, будуть безконечно-малыя, и такимъ образомъ предло- 
жене будетъ доказано. Раземотримъ эту вторую часть, т. е. 
т (5” — 5’); члены ея т и (5”— 5’) суть безконечно-малыя. 
Лъйствительно, проведя изъ 6, середаны прямой ВБ’, перпен- 
дикуляръ къ ней 00’ до пересфчемя съ даметромъ 4.4”, полу- 
чимъ 1 = пов. ВВ’=2к. ОФ. ЕЕ’ (8 557); множитель ЕЁ’, 
какъ меньший ВВ’= АЛ’, есть безконечно-малое; другой мно- 
житель Эт. 0’6 — конечное число; слёд. м — безконечно-малое. 
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Перейдемъ къ другому члену 5” — 5’; ва основаши предъиду- 

щаго 5, 
5” — 2=В °. А’ГР’, и’ и : ЗИ < ее о я И т 5 —жл. АЕ. } отеюда в к (В. АЕ —г. АР). 

Мы уже заифтили въ началЪ этого $, что А-ги А’Е— АР, 
каждое, есть безконечно-иалое; поэтому разность произведений 
В. АГ’ —г. АР ($ 333) и 2 (В. АЕ — г. АР) есть безко- 
нечно-малое ($ 322). Тавкимъ образомъ оба слагаемыя суммы 
т (5” — 5’) суть безконечно малыя и проч. 

$ 568. Сльдств:е. Сезментная поверхность есть пре- 
дпъл5 для вписанныт5 в5 ней, а также и для описанных 
поверхностей, при услойи, что число прямых, составляю- 
чцитз данныя, производяийия эти поверхности увеличиваются 
произвольно. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 569. Саментная поверхность измъряется произведе- 
ччемз окружности большияо круа на ея высоту (фиг. 310). 

Въ дут АВ окружности О впишемъ правильную ломанную 
АРСВ; назовемъ буквами 5 и 5’ поверхности — сегментную и 
вписанвую въ ней; В и Н- радуеъ шара и общую высоту 
АЕ сетментной и вписанной поверхностей; пусть 7 означаетъ 

аповему ОМ ломанной АДСВ. Надо доказать, что $ =2^ВХ Н. 
Съ удвоешемъ числа линйй вписанной ломанной, на основанш 

предъидущаго $. назвавъ буквою а безконечно-малое количество, 
получимъ 

5—9 = а; отсюда 5’ =б—а.... (1). 

На основаши 8 566, 5’ = 2тиН; положивъ В —х= В, гдё В— 
безконечно-малое, получимъ х= В — В; слёд. 5’ =2^Н(В—В) 

ИЛИ 5’ =2«АН — 2*Н. В. (2). 

Изъ (1) и (2) равенетвъ, имфемъ 

5 —а«=3«АН — "Н.В, 

гд$ 2=«Н . В — безконечно-малое; поэтому, на основанш 8 335, 
б=2кАХ Н. 

При доказательствЪ, вмфето вписанной поверхности въ ша- 

ровомъ сегментЪ, можно разематривать описанную поверхность. 
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* Примъчане. ИзвЪстно (8 516), что пов. АДСОВ =Эми.Н. 
Выражение это не зависитъ отъ числа хордъ, составляющихъ 

ломанную; слёд. оно будетъ справедливо и при безковечномъ 
числф хордъ, составляющихъ ломанную; но тогда ломанная АДСВ 
обратится въ дугу АБ, пов. АДСВ — въ сегиентиую поверх- 
ность ©, и “— вЪ радтуеъ В; поэтому 6 =2*8В.Н. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ. 

в 510. Поверхность шара измтряется произведенемь 
окружности больинио юула на Фаметрь шара. 

На окружности О возьмемъ какую ни- 
Фит. 311-я. будь точку ВБ, изъ которой опустимъ пер- 

А пендикуляръ БС на даметрь 4/4’ при 
ве вращени фигуры около дламетра 4.4’, дуги 

Е АВ и АВ произведутъ сегментныя по- 
верхности, для которыхъ кругь ВС будетъ 
общимъ основаюемъ; а высотами для пер- 
вой будетъ АС, а для второй А’С. Сумиа 

г этихъ поверхностей составить поверхность 
шара. На основами предъидущаго предло- 

женя, 

пов. 4В=2т.ОА.АС, пов. А’В =. ОА. А’С; 

отеюда пов. АВ | пов. АВ’=2к. ОА(АС-+А’О), 

или пов. шара = 2® ОЛ. 4/4. 

8 571. Слёдств!е. Пусть $ и В означають поверхность 
и радусъ шара; вставивъ въ предъидущее выражене, вифето ОД, 
радуеъ В, и вмёето А.А’, ему равное 2Ю, получим б5=4тА?; 
выражене п” есть площадь большаго круга. Поэтому, поверхт- 
ность шара равна учетверенной площади больииио круа. 

$ 572. Поясомз (зоною) называется часть шаровой поверх- 
ности, заключающаяся между двумя параллельными плоскостями. 

Разстоян!е между этими плоскостями называется высотою пояса. 

ПрРЕДЛОЖЕНТЕ, 

8 573. Поверхность пояса измтряется произведенщемз 
окружности большаю круа на высоту пояса. 

20 
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Фиг. 312-л. Пусть ВВ’ и СС’ означаютъ параллельные 
круги, между которыми завлючается  поясъ 
ВСВ’С’; изъ центра шара О проведемъ перпен- 
дикуляръ А@ къ этимъ вругамъ; ДЕ выразить 
высоту пояса; вадобно доказать, что поверхность 
пояса ВСС.В’ =2т. ОА. ПЕ. 

Очевидно, что поясъ равенъ разности сегментныхъ поверх- 
ностей АСС’ и АВВ’; слёд. (8 569) 

пов. пояса ВСС'’В’=2т. ОА. АЕ 2т ОА. АФ, 
—=2к. ОА (АЕ АО), 
—=2п. ОА. ПЕ. 

$ 574. Шаровымь сектором называется тфло, пройсхо- 
дящее отъ обращетя круговаго сектора около одного изъ своихъ 
радиусовъ. При этомъ дуга сектора производить сегментную по- 
верхность (фиг. 313). 

Если въ дуг АВ круговаго сектора АОВ впишемъ пра- 
вильную ломанную АОСВ и опишемъ ломанную лимю 4’7’С’В’, 
и вообразимъ, что фигура вращается около д1аметра 4.4”, то 
круговой секторъ АОВ произведетъь шаровой секторъ; много- 

угольники АДСВО и АГ’СБ’О произведутъ тфла, изъ кото- 
рыхъ первое называется вйисаннымь в шаровомз секторъ, & 
второе — описанным около него. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 575. Объем» тъла, вимсаннаю вз шаровомз сектор, 
фавенз одной трети произведеня соотвътствующей поверх- 
ности, вписанной в5 сеаментной поверхности, на атовему лв- 
манной лини, производящей эту поверхность (фиг. 313). 

Пусть АДСВ означаетъ вписанную правильную ломанную. 
въ дугф АВ окружности О; перпендикулярь Оа изъ цевтра на 
сторону АЛ означитъ апоеему этой ломанной; положимъ, что фи- 
тура вращается около дламетра 4.4”, докажемъ, что объемъ. 
АОСВО=\/ пов. АДСВ. Оа. 

Объемъ этоть состоитъь изъ объемовъ тфлъ, происшедшихъ 
отъ обращеня треугольниковъ 420, ОСО и СВО около оби 
АА”; найдемь каждый объемъ. Проведя ОК перпендикулярно 

къ А.А”, разобьемъ треугольникъ АДО ва два прямоугольные 
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треугольника 4)Ки КШО; каждый изъ нихъ, при обращени 
около оси 4.4”, произведетъ конусъ; у этихъ конусовъ будетъ 

9 

общее основанше — кругъ "ДК ‚а высотами ихъ будутЪ для одного 

АК, а для другого ОК; слфд., объемъ АрО='/,кОКХ АО. 

Произведене ДКХ.АО выражаетъ 
удвоенную площадь треугольника, 400; 
произведене Од Ж АД также выражаетъ 
удвоенную площадь треугольника 4ДО; 

поэтому ДКХ 40 = Очх 4, и 
объемь 4АРО = лкрК. Оа. АХ, или 
объемь АДО, = '/,2=®)К.1АФ. Оа; 
но боковая поверхность конуса, про- 
исшедшаго отъ обращенля треугольника, 
АРК около его катета АК, равна 
21. РК.',АШ; поэтому, 
объенъ 420 =1/, пов. АДХ 0а....(1). 

Перейдемъ къ онредфленю объема, происшедшаго отъ вра- 
щен!я треугольника ДСО около оси АА”. Продолживъ бокъ ОС 
до перес®ченя съ продолженною осью 4.4” въ точк$ Р, най- 

демъ, что объемь ДСО = обзем. РСО —- обзем. ОРО. Два пос- 
лфди1е объема опредфлятся точно такъ же, какъ и объемъ выше- 
найденный, по (1) равенству; слФд. 

объемъ ДСО = '/мов. РСХ Оа — мов. РОХ 0а, 
ИЛИ объемь ДСО = Т/(яов. РС — пов. РО): Оа; 
поэтому  объемь ДСО = лов. ОСХ 0Оа....(2). 

Точно такъ же найдемъ 

объемъ СВО=\/ тов. СВХ Ои....(3). 

Сложивъ (1), (2) и (3) равенства, найдемъ, что первал часть 
выразить объемъ, происшедиий отъ вращешя многоугольника 
АЛСВО около оси А.А”; а во вторую часть войдетъь сумма 
поверхностей, происшедтихъ отъ вращеня прямыхъ 40), ОС, 
СВ или пов. АШСВ; и такъ 

объемь АРСВО=\/ пов. АДСВХ 0щ....(4). 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

$ 576. Вседа можно въ шаровомз секторь вписать или 
описать около нею такое ттьло, которалю обземь будетв 

20* 



— 308 — 

разниться олиь объема этот сектора на количество безко- 
нечно-малое. 

Въ дугф АБ окружности О (фиг. 313) впишемъ и опи- 
шемъ правильныя ломанныя АДСВ и А)’С’В’; проведемъ ихъ 
аповемы Од и О’, назовемъ объемы тароваго сектора, вписан- 
наго и описаннато тфла буквами Г, И’ и Г”, а соотвфтетвен- 
ныя имъ поверхности буквами 5, 5 и Ю’. 

Очевидно, что 

ИРУЪИ; 

отсюда слфдуетъ, что разности У’— Ги У— ТИ, каждая, 
меньше разноети У”— 7’; а потому, еели докажемъ, что эту по- 
слфднюю разность можно сдфлаль меньше всякаго даннаго коли- 
чества, то и первыя дв разности будутъ, каждая, безконечно- 
малая, и слд. предложение будетъ доказано. На основанш предъ- 

илущаго предложеня, 

19. а } отеюда У”— /’=30”. Од — 15. Оа. 

Удваивая число лин, составляющихъ вписанную и описан- 

ную ломанныя, получимъ таке объемы, которыхъ поверхности ©” 
и ©, а также аповемы Од и Оа будуть разниться на безко- 

нечно-малое (58 567, 345); поэтому, на основани $ 333, и 
разность У”— Г’ будетъ безконечно-малое количество. 

$ 577. Слфдств1е. Объемь шаровало сектора есть пре- 
дълъ для обземовз зпъль вписанныхь в5 этомь секторъ и опи- 
санныхь около нею, при условии, что число прямылз, состав- 
ляющихз ломанныя, производяийя поверхности. увеличивается 
произвольно. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ, 

$ 578. 0Обёемь шароваю сектора измъряется одною 
третьею частью произведендя соотвътствующей саментной по- 
верхности на радуусв шара. 

Около дуги АВ опишемъ правильную ломанную 4’Д’С’Б’ 
(фиг. 315). Пусть 7 и ТГ” означаютъ объемы шароваго сек- 
тора и описаннаго около него тфла; © и ©” соотвфтетвующия 
имъ поверхности, первая сегментная, а вторая описанная; В — 
радуеъ тара; и В — безконечно-малыя количества; надо дока- 
зать, что /=16Е. На основани предъидущаго $, получимъ 
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= У-х. (1). 

Въ предъидущемъ, 8 576, мы видфли, что /”=15“. В; также 
намъ извфотно, что всегла можно вайти описанную поверхность 
около сегментной, которая булетъ разниться отЪъ послфлней на 

: 4 ь и Г "4 в 

безконечно-малое ($ 567); поэтому 5” = Ви ’’=1(5-+ВЕ; 
значитъ 

У’ =:5Е ВВ. (2). 

Изъ (1) и (2) равенствъ имфемъ 

У-+а=1бЕ +88; 

такъ какъ У, би А, при безирестанномъ увеличиваюи числа 
лин1й ломанной, остаются постоянными, а и и 83, при томъь же 

услов!и, будутъ безконечно-малыми, то, на основаши 8 335, по- 
лучимь Г=аоА. 

Примъчане. Для доказательства можно разсматривать и 
вписанную поверхность, что читатель можетъ самъ исполнить; & 

здфеь замфтимъ, какъ средство для памяти, что объемъ тфла 

вписаннаго въ шаровомъ секторф можно принять за объемъ са- 
мого сектора, при безконечно-большомъ числф хордъ вписанной 
ломанной; а вмфстЪ съ тфыъ вписанную сегиентную поверхность 
за самую сегментную поверхность. 

Но Г =!5'. Оа ($ 515), то Г={5А. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 579. Обьемь шара измюряется одною третьею частью 
произведеня шаровой поверлности на радуусь шара. 

Пусть Т означаетъ искомый объемъ шара, © — его поверх- 
ность, А — рад1уеъ; надобно доказать, что И={9Х ДА. 

Возьмемъ круговой секторъ, котораго дуга равна четверти 
окружности, & радлуеъ равенъ А; отъ обращеня этого сектора 
около одного изъ его радусовъ, получимъ половину шара; слфд., 
на основаши предъидущаго предложенля, 

ИУ =1. 5х В; отюда У=15Х В. 

$ 580. Слёдетв1е. Взявъ, вифсто шаровой поверхности 5, 
учетверенную площадь большаго круга 4=А”, получанъ 

У=4тА?. 
И такъ, по данному радлусу опредфлится объемъ шара; 

обратно, по данному объему УТ можно опредфлить радлусъ, — 
стоитъ только рфшить послфднее уравнене относительно А. 
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Чтобы выразить объемъ шара въ его д1аметрф ПО, вставимъ 
въ послёднюю формулу, вуфето А, ему равное 11); по сокраще- 
нш, получииъ Г=1т0°, 

ПрРЕДЛОЖЕНГЕ. 

< 581. Обёемь шароваю семента фравномтрень сз ци- 
линдромз, котораю радзусь основамя равенз высотъ семента; 
высота же цилиндра равна радуусу шара безз одной трети 
высоты семента (фиг. 311). 

Возьмемъ круговой секторъ 4ОВ; изъ точки В проведемъ 
перпендикулярь ВС къ дламетру А.А’ и будемъ обращать кру- 
товой секторъ АВО около дламетра АА’, получимъ шаровой 
секторъ, который составится изъ конуса, происшедшаго отъ обра- 
щенл прямоугольнаго треугольника ВСО около катета СО и 
шароваго сегмента АВС. Объемъ этого поелфдняго назовемъ 2, 
высоту его АС означимъ черезъ №, буквами У и назовемъ 
объемы шаровато сектора и конуса, буквою А, какъ всегда, 
радлусъ шара. Очевидно, что х= Й— 0; а какъ поверхность 
шароваго сегмента равна 2кАЙ, то 

80:00. 

о ам. ‘ВС къ даметру АА’ 
есть средвяя пропоршональная линя между 
отрфзками АС и А’С; слБд. 

ВС’= АС. А’С, ви ВС’=ИЗВ— И); 
прямая СО= АО — АС или СО=В— #1, 

т _ иЗВ— №) (В— м. 
поэтому х = м 
отъ умноженя ( 28—11) х (В — 1, и. 

А чим 22? — ЗАВ -- #?; слёд. 

Фиг. 311-я. 

А. 

й й К ов оз фт (В— 2). 
$ 582. Шаровымь сементомь о двухз основаняхь или 

слоемз называется часть объема шара, заключающаяся между 
двумя параллельными плоскостями; фразстояме между этими 
плоскостями называется высотою, а круги сВченй — основашями. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

8 588. 0Обземз семента о двухз основащяхз равенз полу- 
суммтъ обземовь цилиндров, построенныхь на основанляль се- 
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мента и импющить одинаковую высоту с5 саментомз, сло- 
женной сз обземомь шара, баметрз котороло равенз той же 
высот. 

Возьмемъ какую нибудь дугу ВС окружности О; проведемъ 
дламетрь 4’ и онустимъ на него перпендикуляры ВБД и СЕ, 
которые, при вращени фигуры около оси 4.’ опишутъ круги, 
составляющ!е основашя сегмента о двухъ основашяхъ; такимъ 
образомъ искомый сферическай слой будетъ заключаться между 

этими кругами и поверхностью, описанною 
Фиг, 814-я. дугою ВС; а периендивулярь ОЕ будетъ 

выботою этого слоя. Пусть, для краткости, 
радусъ ОА=В АЕ=Н, АБ=НИ,, 
рЕ=}#, ВО=а, СЕ; искомый сегментъ, 
происшедшй отъ вращемя ВСЕД — бук- 
вою Г. Очевидно, что объемъ Г равенъ раз- 
ности объемовъ шаровыхъ сегментовъ, про- 
исшедшихъ отъ вращеня фигуръ АСР и 
АВЛ около оси 4.4’; поэтому, на основаюи 

$ 581, получимъ 

ИЕ 1 ао 
ИЛИ Т=кВ (Н*— Н”) — ж(И*— НВ”). 

Но Н-— Н’=№; слёл. 

Н* — Н*=й (Н-+Н”, Н*— НЗ =4 (М*-+НН' + Н”?); 

поэтому У=мй [В(Н+ И’) — 4 (Н*-+ НН’ +Н”) |. 

На основами свойствъ перпендикуляра къ д1аметру, имемъ 

вг=Н’(28В— И’), “=Н(2Е-Н); 

отъ сложешя этихъ равенствъ, получимъ 

+ =28(Н+Н’) — (Н'+ И”); 
отсюда В(Н-+ мы РЕ, 

Вставивъ эту величину въ выражеше для У, получимъ 

И Ь 
та? + тб? п 

а С вин НН БД ИЛИ |4 
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тдЪ та’. Й и тб”.й можно. принять за объемы цилиндровъ, ко- 
торые имфютъ общую высоту й, а радцеы основаюй равны а 

и 6; выражеше 13° — можно принять за объемъ шара, котораго 
даметръ равенъ й (5 530). 

8. Подоб1е цилиндровъ и конусовъ. — Отношене поверхностей и объемовъ ша- 
ровъ, описанныхъ разными рад1усами. — Отношен1я поверхностей и объемовъ. 

шара, цилиндра и конуса, описанныхъ около шара. 

$ 584. Цилиндры называются подобными, кода ихз вы- 
сотих пропориональны радуусамз оснований. Изъ этого опре- 
дфлешя слфлуетъ, что производяще прямоугольники подобныхъ 
цилиндровЪ также подобны между 6060. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 585. Боковыя, а также и полныя поверхности подоб- 
ныхь цилиндровз пропорилональны квадратамз сходственныхь 
ли. 

1) Путь 5, Ви Н означаютъ боковую поверхность ци- 
линдра; рад1усъ основаюл и высоту; а 5, хи й— 7% же вели- 
чины въ другомъ цилиндр, который подобенъ первому. 

5 ВН 
Инфемь 5=2тАН, $=2т7й; отеюда Рае = 

велфдетне подоб1я цилиндровъ, 

- Н сл% ме 
а в 

2) Возьменъ пропорцш 5: $= А: 9”, А: 21 = А: №; 
отсюда 9:3 = 22: 27? и 

Я-А: 3-2 = №: = Н?: 1», 
тд первый и второй члены выражаютъ полныя поверхности ци- 

линдровъ. 

ПрЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 586. Обземы подобных цилиндров пропоршональны 
кубамъ сходственныхь лини. 

Пусть Г иоф означаютъ объемы двухъ подобныхъ цилин- 

дровъ; В и ’—рад1усы основанй; Н и А— оси или высоты. 

ВН. 
Возьмемъь 7=тЕН, и=кий, отвюда —=-5.-; 

отр 
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велфлетв1е подобял цилиндровъ, 

Е Н | 
—==-_; вл$Д. — = 
№ $ 

$ 587. Конусы называются подобными, кода изхз вы- 
соты пропориональны радусамз оснований. Изз этого опред%- 

ленл сяфдуетъ, что производящие треугольники въ подобныхъ 
конусахъ такъ же подобны, и елдовательно производящя лии 

пропорцюнальны высотамъ и рад1усамъ основан. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 588. Боковыя, а также ш полныя поверхности по- 
добныхь *0нусовз пропорилональны квадратамз сходственныхь 
ии. 

1) Пусть 5 и $ означаютъ поверхности подобныхъ конусовъ, А 
и г рамусы основашй, Ни № — высоты или оби, К и — про- 
изводяпия. Получимъ 

3-9, я отсюда о а. 
2 $8 ГСК 

Велфдетв!е подоб1я конусовъ 

Е К Н 5 № К В? 
Е ОО а 

2) Возьмемъ пропорщю 8: 5=юА? : пу?; 

отсюда, б-т А? : 87—56: 8; слёд. 

Я--т А? : зп = А: = К: р = Н?: №, гдЪ первые два 
члена выражаютъ полныя поверхности конусовъ. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

$ 589. Обвемы подобных конусовз пропорийональны ку- 
бамз сходственныхь лини. 

Пусть Уино означаютъь объемы подобныхъ конусовъ, а 

остальныя означеншя 1$ же, что и въ предъидущемь предложе- 

ни. Имфемъ 

Н „д Й 7 РН 
У=кЁ'. а; отсюда ИГ 
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Велфдетве подобя конусовъ, 

В и ЕЕ 
ф тг К вв в. 

ПрЕДлоЖЕНГЕ. 

8 590. Поверхности шаровь пропорциональны квадратамь 

ад усовз, а объемы ижь кубамз. 

Пусть Я и 5 означаютъ поверхности шаровъ, Г и 9—0бъ- 

емы, В и у—ихъ рад!усы. Извфетно, что 

б—=4кВ*, 5=4т7?; отеюда 5: 3=А?: м. 

Извфетно такъ же, что 

У=4к В, =; отеюда И: 0= В: 1". 

ВопрРосЪ. 

8 591. Вывести отношеня между поверхностями, а равно 

Фиг. 315-я. 

и объемами шара и описан- 

ныхз около нео цилиндра и 
конуса. 

Въ окружности О проведемъ 
два взаиино-перпендикулярные 
дламетры АВ и СО; а черезъ 
концы ихъ касательныя; п0- 
лучимъ описанный квадратъ 
ЕО@НУ. Впашемъ въ круг 
правильный шестиугольникъ и 
соединимь вершины  черезъ 
одну, получимъ вписанный пра- 

вильный треугольникъ ГКС; 
опишемъ подобный ему тре- 
угольникъ ММР. 

Вообразимъ, что фигура вращается оволо лини РОХ; тогда 
полукругь САД произведеть шаръ, прямоугольникъ СДЕЛ — 
цилиндръ, а прямоугольный треугольникъ РОМ-— конуеъ; этотъ 
конусъ и цилиндръ будуть описанные около шара. Пусть А 
означаеть радцеъь шара, онъ же ралусъ круга. Очевидно, 
что радтусъ основамя цилиндра ОЕ= А, а высота цилиндра 

СР=2 8. Для вычисленя поверхности и объема конуса опредфлимъ 
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производящую МР или равную ей ММ, радусь МО основа- 
ня конуса, который равенъ половин ММ, и наконец —вы- 
‹оту РО. Бока вписаннато правильнато шестиугольника ОГ, и 
ДК равны радусаиъ ОС и ОК; слфд. четыреугольникъ [ОКО 
есть ромбъ; значитъ ОК параллельна МТ; но МД параллельна 
СК; слфд. четыреугольникъ МОКТ, есть параллелограмиъ; а 
потому МГ=рОК или МГ=В, МО = ГК или, на основан 

$ 324, Мр=В\/ 3; ‘лёд. ММ вши МР=ЭВ\/З. Высота 
конуса РОо=СО--РС, пли СО--МГ=2В-+А, или РО=ЗЕ. 

1) Пусть 5, 5’ 5” означаютъ полныя поверхности шара и 
описанныхь цилиндра и конуса. 

Поверхность шара.... 5 =4ж А”... (1). 

Боковая поверхность цилиндра = 2«ОЕ. СО = 4=Р°. 

Поэтому, поверхность шара равномърна с5 боковою по- 
вертностью описаннаю около нею цилиндра. 

Полн. пов. цил. 5’ =4=Е--2*ОЕ или “=6тЕ..... (2). 

или 2 МО’ =6тЕ?. Бок. пов. конус. =2® ИДО. 
ы 

Поэтому, полная поверхность описанно цилиндра равно- 
мтрна сз боковою поверхностью описанноло конуса около шара. 

и’ ‹ лит 2 , о 
Полн. пов. кон. 9” =6^В*--«МШО’ или 5”=9кА°..... (3). 

Изъ (1), (2) и (3) равенетвъ, имфемъ 

5 5 5” 

4кВ? бт? 9тЕ” 

потому что каждое изъ этихъ отношенй равно 1-1$; а умно- 
живъ эти равенства на т”, получимъ 

5х 

4 6 9% 

И такъ, полныя поверхности шара, описанныхь около нею 
цилиндра и конуса пропорилональны числамз 4, 6 и 9. 

Изъ предъидущаго равенства, имфемъ 

52 

83 53 
слфд. 5: 5=5: 0”. 
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Значитъ, полная поверхность цилитдра, описаннаю около 
нара, есть средняя пропорийлональная между поверхностью. 
шара и полною поверхностью конуса. 

2) Пусть Г’, Г’ и Г’ озвачаютъ поел$довательно объемы 

шара и описанныхь цилиндра и конуса, получимъ 

У=В® ..(1, 
у Ш? у 

У =тЕР .СЬ или Г=2«№. .(2), 
(А ли? и! “ & $ Т’=«)рМ „ПОР ии ИВ (3) 

Изъ этихъ трехъ равенствъ, получимъ 
174 176 7” 

а умноживъ эти равныя на 1пА3, имфемъ 
У Г 

46 9 
И такъ, объемы шара, описанныхз около нею цилиндра и 

конуса пропорилональны числам 4, би 93. 

Изъ предъидущихъ равенствъ, получимъ 

И: Т. 

Значитъ, 0б5емз цилиндра, описаннао около шара, есть 
средняя пропориональная величина между объемами шара и 
описаннало около нею конуса. 

+ 9. Полюсъ, ось и мерид1анъ.— Кратчайшее разстоян!е между двумя точками на 
поверхности шара. — Сферичесвй двусторонникъ; его поверхность. — Сфериче- 
сый треугольникъ; стороны и углы его служатъ мфрою плоскихъ-и двугранныхь. 
углов” треграннаго угла. СлФдств!я зависимости между сторонами и углами сфе- 

рическаго треугольника. 

*$ 592. Перпендикуляръ, опущенный изъ центра шара на 
кругь какого либо его сЪченмя, проходить черезъ центръ этого 
сфченя (8 525) и перес$каетъ поверхность шара въ двухъ т0ч- 
вахЪ, которыя называются яолюсами круга. 

*5 593. Перпендикуляръ, опущенный изъ центра шара на 
его сЪчене, удовлетворлеть пяти условямъ: 1) онз проходить 
черезз иентрз шара; 2) перпендикулярень кз плоскости с®- 
ченя; 3) протодитз черезь центрз съченая; 4 и 5) проходить 
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черезз пот м друюй полюсь этою крупа. Каждые два изъ 
этихъ уеловй вполнф опредфляютъ положенше прямой лини; по- 

этому всякая прямая, которая удовлетворяеть двумъ изъ упомя- 
нутыхЪъ услов1й, удовлетворлетъь и остальнымъ. Наприм$ръ: пер- 
пендиктляръ, возетавленный изъ центра круга сфченшя шара, про- 
ходить черезъ центръ шара и оба полюса. 

*& 59: Прямая, соединяющая два полюса одного и того же 
круга, вазывается осью круга. Изъ предъидущаго параграфа сл$- 
дуетъ, что ось круга перпендикулярна къ его плоскости и есть 
дламетру» шара. 

Большой кругъ, проходящий черезъ какую нибудь точку сфе- 
рической поверхности и ось, называется меридзаномь этой точки. 
Понятно, что для всякой поверхности есть одинъ только мерид1анъ. 

ПрЕДЛОЖЕНГЕ. 

*& 595. Всь точки окружности, проведенной на сфери- 
ческой поверхности, находятся в5 равныхь разстоятяхь отз 
каждаю полюса этой окружности. 

Пусть 4227) означаетъь окружность какого нибудь сЪченя 
шара, потовиго центръ въ точкз О; проведемъ линю РОР’ пер- 
пендикуирно къ упомянутому сфченю: точки переефченя его С, 
Ри РР кругомъ и шаромъ означаютъ центръ окружности и 
два ел полюса. 

Соединивъ полюсъ Р съ какими нибудь 
точками А, Д).... окружности С, полу- 
чиуЪъ равныя ваклонныя РА, РО,...., какъ 
„авно-отетоашя отъ основаюя С перпенди- 
куляра СШ къ плоекости круга. 

В 605. СлЬдствте Т. Дуги РА, РГ... 
меридановъ РАР’, РОР’,... равны между 
с0бой, потому что лежатъ противъ равныхъ 
хордъ РА, РО,.... въ равныхъ кругахъ. 

Фиг. 316-я. 

606. Слфдетв1е П. При раземотрфнши окружности боль- 
шаго круга ЕН, для котораго точка Р есть пелюсъ, най- 

демъ, что разстоямя РЕ, РН,,.... отъ полюса до точекъ окруж- 
ностя раввы между собой; а отсюда заключимъ, что и ду РЕ, 
РН..... меридановз также равны между собою и составляют 

четверти меридановз; и дЪйствительно, напр. дуга РАЁ 00- 
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отвфтетвуеть углу РОЕ, который равенъ прямому углу, потому 
что ось РР’ перпендикулярна къ плоскости круга АНГ, слЪд. 
перпендикулярна и въ прямой ОР. 

*В 596. Изложенными свойствами полюсовъ пользуются для 
проведен1я дугъ окружностей на сферической поверхности. Съ 
этою цфлью употребляютъ особый циркуль, кронциркуль: ето 
ножки сдфланы на столько выпуклыми, чтобы выпуклость шара 
позволяла поставить одновременно концы обфихъ ножекъ на 
сферической поверхности. 

ПрЕДЛОЖЕНТЕ. 

*8 597. Если поставить одну ножку кронциркуля в5 
какой нибудь точкъ шаровой поверхности и обращать ею 
эпакз, чтобы думая ножка оставила слъдё на поверхности 
шара, то этотз слъдз представитз окружность, которой 
полюсомз будетз неподвижный конецз циркуля. 

Положимъ, что ножка циркуля поставлена въ точку Р ша- 
ровой поверхности, которой центръ есть точка О, и пусть другая 
ножка циркуля описала на сферической поверхности кривую 
АРВ. Докажемъ, что эта кривая есть окружноеть, для кото- 
рой точка Р есть полюсъ. Соединимъ цевтрь О шара и точку 
Р съ какими нибудь точками .4, 0),.... кривой А)В; прямыя 
РА, РрУ,.... равны между собою, потому что представляютъ, 

разстояе между концами ножекъ циркуля; 
Фиг. 317-я.  прямыя ОД, ОШ,.... равны между собою, какъ 

радлусы шара; притомъ для треугольниковъ 
АРО, ОРО,.... бокъ РО общий; слЪд. тре- 
угольники эти равны между с000й; поэтому 
перпендикуляры, опущенные ‘изъ вершинъ 4, 
р.... на общее основае РО, перезЗкутса въ. 
одной точкф (С; веЪ эти перпендикуляры л6- 
жать въ одной плоскости (8 378), перненди- 
кулярной къ прямой РР’. Поэтому веб 

точки кривой АДБВ лежатъ въ одной плоскости, притомъ онЪ 
равно удалены отъ точки С’ той же плоскости; потому что изъ 
равенства треугольниковь 4РО, ОРО,... заключаемъ о равенств®. 
высоть АС, ОС,... треугольниковъ; и такъ кривая АДБВ есть. 
окружность, полюсь которой находится въ точк$ Р. 
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*6 598. Чтобы описать на сферической поверхности окруж- 
ность большаго вруга изъ данной точки, принимаеной за по- 
люсъ, надо растворить кронциркуль такъ, чтобы разстояе между 
концами ножекъ равнялось хорд четверти окружности бельшаго 
круга. Если это разстолн!е неизвфетво, то его опредфляютъ, для 
чего необходимо на передъ найти радусъ шара. 

ВопРоСЪ. 

*8 599. Намти радусь шара. 

Изъ какой нибудь точки Р шаровой поверхности, какъ по- 

люса, произвольнымъ растворе- 
Фиг. 318-. немъ кронциркуля, опишемъ ву 

шарф окружность АВШ); озна- 
 чимъ ва ней произвольныя три 
се точки 4, В, О. Построимъ 

отдЪльно треугольникъ, котораго. 
стороны равнялись бы разстоя- 
иямъ АВ, АЛ и ВО; радусъ 

й круга, описаннаго около этого 
треугольника, будетъ равенъ ра- 

д1усу АС круга АВШ. 

Вообразимъ, что проведены дламетрь РСР’ шара и прямыя 
АР и АР’ По извЪетнымъ ипотенузз АР и катету АС по- 
строимъ отдфльно треугольникъ арс, равный треугольнику АРС; 
изъ точки @ возставимъ перпендикуляръ ар’ къ ар до перес$- 
четя съ продолженною с; понятно, что треугольникъ арр’ бу- 
деть равенъ треугольнику АРР’; слфдоват. рр’ равна длаиетру 
РР’. Раздфливъ рр’ пополамъ, получимъ искомый рад1усъ шара. 

ПрлЕДЛОЖЕНТЕ. 

*В 600. Ератчайшее разстоятме на сферической поверх- 
ности между двумя точками есть дура большею круа, за- 
ключающаяся между этими точками (фиг. 319). 

Возьмемъ дв кавя нибудь точки 4 и В на сферической 
поверхности, которой центръ въ точкф О. Черезъ точки 4, 
В и О проведемъ дугу АВ большато круга; между тЪми же 
точками 4 и В проведемъ по шаровой поверхности какую ни- 
будь кривую АСРЕВ; докажемъ, что дуг. АВ < дуг. АСОЕВ; 
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отсюда заключимъ, что дуга АВ есть кратчайшее разстолне 

между А и В, потому что кривая АСОЕВ взята произвольно, 
лишь бы она находилась на шаровой поверх- 

Фиг. 319-я. ости. ь 

На этой кривой вообразимъ точки С, О, 
И. Е ЕР столь близкими, что бы каждую дугу АС, 
| О Ср, ОЕ и ЕБ можно было принять за дугу 
|2 | больпато круга шара О. Соединивъ центръ 
\ О съ точками А, С, О), Е и В, получимъ и и 
ие _/ — при вершинё О многогранный уголь; плосве 

его углы АОБ, АОС.... измфраются соот- 
вфтетвенно дугами АВ, АС,... Плосюый уголь АОВ меньше 
‹уммы остальныхъ плоскихъ угловъ ($ 488); сл$л. 

дуг. АВ < дуг. АС-Е дуг. СО + дуг. РЕ- дхг. ЕВ, 
т. е. дуг. АВ < дуг. АСОЕВ. 

"6 601. Умом двухь ду большить крупювё называется 
двугранный уголъ, образуемый плоскостями этихъ круговъ; точки 
перес$ченя этихъ дугъ называются вершинами угла. 

*6 602. Сферическимз двусторонникомь называется часть 
поверхности шара, закйючающаясл между двумя дугами большихъ 
круговъ; углы, образуемые этими дугами, называются умами 
Эвусторонника. ` 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

*© 603. Поверхности сферическихь двусторонниковз про- 
порийональны соотвютственнымь иль умамз. 

Возьиемъ сферический двусторонникъ, образуемый гранями 
двуграннаго угла АРР’В. Имфя въ виду условя пропорн!ональ- 
ности (8 336), замфтииъ во 1-хъ), что съ увеличешеиъ дву- 
граннато угла АРР’В увеличивается поверхность сферическаго 

Фиг. 320-я. двусторонника, — это очевидно. Во 3-хъ) если 
построимъ поелфдовательно двугранные углы 
ВРР’С и СРР), равные двугранному углу 
АРР’В, то получимъ уголь АРР’Г втрое 
больший угла АРР’В; но и поверхность двусто- 
ронника, соотвфтетвующая первому изъ этихъ 
угловъ, будетъ также втрое больше поверхности 
двусторонника, соотвфтетвующаго углу АРР’В; 
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и дйствительно, если совыфетить три равные двугранные угла, то 
вифетВ съ тфмъ совыфотятся и соотвфтетвенныя имъ поверхности 
двусторонниковъ. И такъ предложен1е доказано. 

*8 604. Слфдетв1е. Поверхность сферическало двусто- 
фонника равна четверти шаровой поверхности, умноженной 
на уюль двусторонника, принимая прямой уюль за единицу. 

Пусть Г и А означаютъ поелфдовательно поверхность и 

уголь сферическаго двусторонника, 5 — шаровую поверхность. 
На основаши предъидущаго предложеня, имфемъь Ё: 6 = А: 44, 
тдф (4 означаетъ прямой уголъ. Отеюда 

5. Ча, а при а 1, РУ. А. 

*©$ 605. Сферическимь треуюльникомз называется часть 
шаровой поверхности, ограниченная тремя дугами большихъ круговъ 
взаимно пересфкающихся. Эти дуги называются сторонами или 
боками треугольника, а углы, образуемые сторонами называются 
умами треугольника; точки пересфченя гаждыхъ двухъ послф- 
довательныхь сторонъ называются вершинами треугольника. 

Обыкновенно разсматриваются только таке сферичееке тре- 
угольники, которыхъ стороны меньше полуокружности. 

* $ 606. Плоскости большихъ круговъ, проходящия черезъ 
стороны сферическаго треугольника, образуютъ при центр шара 
трегранный уголъ, котораго илоске углы измфряются сторонами 
<ферическато треугольника ($ 223), а двугранные углы — углами 
этото треугольника ($ 601). Поэтому предложеня, выражающи 
свойства плоскихъ и двугранныхъ угловъ треграннаго угла, вполнЪ 
прим няются и къ еферическимъ треугольникамъ; стоитъ только 
въ этихъ предложешяхъ замфнить плоске углы сторонами тре- 
угольника, а двугранные углы — углами сферическихъ ‘треуголь- 
ников. Перечислимъ эти предложения. 

1) В сферическом» треуюльникъ каждая сторона менз- 
ие суммы остальныхь двухь сторонз (8 433). 

2) Сумма сторонз сферическмо треуюлника меньше 
окруэюмости больиило круа ($3 434). 

3) Сумма уловз сферическаю треуюольника больше двух 
и меньше шести прямыхь улов (441). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 

$ 607. Два сферичесме треуольника одною шара или 
двухь равныхз шаровь равны между собою при слъдующихь 
условяхь, при одинаковомз расположены ихз частей. 

1) Ёозда сторона и при ней уфлы одною треуюольника 
равны, порознь, сторонь и прилежащимь къ ней лламз дру- 
1010 (435). 

2) Козда двь стороны и уюл5 между ними одною тфре- 
Члольника, порознь, равны 0двумз сторонамз и улу между 
ними вз друмомз трелюльникъ (5 436). 

3) Кода стороны одною изз нихъ, порознь, равны сто- 
фонамз друшюю ($5 437). 

4) Кода умы одною, порознь, равны уламз друюю 
($ 442). 

И дЪйствительно, во вефхъ упомянутыхъ случаяхъ трегран- 
ные углы, соотв тетвующ!е даннымъ треугольнивамъ, совифщаются; 
а потому и треугольники совмфщаются, такъ какъ, по услов!ю, 
они находятся на поверхности одного шара или равныхъ ша- 
ровъ и одинаково расположены. 



ОТДЪЛЪ ДЕСЯТЫЙ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ВОПРОСЫ 
ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 

НА ОТДЪЛЪ ПЕРВЫЙ. 

Чиасленныя задачи. 

1. Дв$ прямыя перескаются: одинъ изъ угловъ равенъ */з 
прямаго угла; вычиелить остальные три угла. 

2. ДвЪ параллельныя лини пересВчены сВкущею: одинъ изъ 
внфШнихъ угловъ равенъ 0,35 прямаго; найти остальные семь 
угловъ. 

3. ДвЪф непараллельныя лини пересфчены с$кущей; при чемъ 
вифинЙ уголъ, на бок котораго лежитъ точка пересфченя, ра- 
венъ 0,7 прямаго, а соотвфтетвенный ему уголъ равенъ 0,64 
прямаго; вычислить остальные шесть угловъ. 

4. Давъ уголъ ?/, прямаго; къ его бокамъ проведены парал- 
лельныя лини. Вычислить четыре угла, образуемые этими ли- 
МЯМИ. 

5. ДвЪ прямыя пересфчены с$кущею; при чемъ одинъ изъ 
внутреннихъ утловъ равенъ °/; прямаго, а другой, по ту же сто- 
рону скущей, равенъ 0,8 прямаго. По этимъ даннымъ опредф- 
лить, будуть ли дв данныя прямыя параллельны между собою 
или онф перескутся? 

Предложеня, 

1. Если раздфлить пополамъ каждый изъ двухъ смежныхъ 
угловъ, то эти равнодфлящия будутъ взаимно-перпендикулярны. 

2. Прямая, дфлящая пополамъ какой нибудь уголъ, разд$- 
литъ также пополамъ и уголь противоположный ему. 

21* 
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3. Ели АОВ прямая лишя и уголь АО = ВОС, то ли- 
я ДОС необходимо прямая лия (фиг. 4). 

4. Всякая точка равнодфлящей уголъ пополамъ, равно от- 
стоить отъ боковъ этого угла. 

5. Если между двумя точками проведены двЪ ломанныя ли- 
ни, и важдая состоитъь изъ двухъ прямыхъ, то наружная ло- 
манная больше внутренней. 

6. Равнодфляшщя внутренше противоположные углы, при 
двухъ параллельныхь линяхъ, параллельны между собою. 

Вопросы. 

1. На прямой лини найти точку, равно-отстоящую отъ двухъ 
данныхЪ точекъ. 

2. Черезъ данную точку провести прямую, одинаково-отетоя- 
щую отъ двухъ данныхЪ точекъ. 

3. Даны двЪ точки А и В по одну сторону прямой СО; 
найти такую точку О на прямой СШ, чтобы ломанная АОВБ 
была меньше воЪхъ другихъ ломанныхъ, проходящихъ отъ 4 до 
В черезъ точки прямой СД. 

4. Между боками угла провесть прямую данной длины и 
параллельную данному направленю. 

5. На бок$ угла найти такую точку, чтобы перцендикуляръ, 
„проведенный изъ нея на другой бокъ, равнялся напередъ задан- 

ной прямой. 

6. Даны двф пересфкающияся прямыя лими. Черезъ данную 
точку провесть сФкущую такъ, чтобы она отрфзала на данныхъ 
прямыхъ равныя части отъ вершины. 

{. Черезъ данную точку провести прямую, Которая съ 0о- 
ками даннаго угла составила бы равные углы. 

НА ОТДЬЛЪ ВТОРОЙ. 

Предложения, 

1. Если отъ вершины угла ВАС отложимъ по боку АВ 
произвольныя разстояя АМ и АМ, а по другому боку отло- 
жим 4М’= АМ и АМ = АМ, то точка пересфченя О пря- 
мыхъ ММ и ММ лежитъ на прямой (равнодфлящей), дфлящей 
пополамъ уголь ВАС. 



(Докажите равенство треугольниковь АММ’ и АММ,, а 
потомъ равенство треугольниковъ 4АМО и АМ`О). 

2. Перпендикуляры, опущенные изъ концовъ основавйя равно- 
бедреннаго треугольника на противолежащия стороны, равны между 
собою. 

(Сравните треугольники, составленные изъ перпендикуляровъ 
и основаюя даннаго треугольника). 

3. Прямыя, проведенныя черезъ какую нибудь точку равно- 
дфлящей данный уголъ, параллельно бокамъ этого угла, состав- 

ляютъ съ боками самаго угла — ромбъ. 
(Докажите, что треугольникъ, составленный изъ равнодФля- 

щей, прямой, параллельной одному боку, и отр$фзка другато 
бока, — равнобелренный). 

4. Перпендикуляры, возставленные къ бокамъ треугольника 
изъ ихъ серединъ, пересЪкаются къ одной точкз. 

(Изъ серединъ двухъ боковъ возставьте къ нимъ перпенди- 
куляры, а изъ точки пересфченя опустите перпендикуляръ на 
трет!й бокъ и докажите, что онъ пойдетъ черезъ его середину). 

5. Прямыя, проведенныя черезъ вершины треугольника па- 
раллельно противолежащимъ бокамъ, образуютъ треугольникъ, ко- 
тораго бока вдвое больше боковъ даннаго треугольника. 

(Имфйте въ виду, что въ параллелограмм$ противолежащуе 
бока равны между собою). 

6. Три высоты треугольника пересфкаются въ одной точк$. 
(Черезъ вершины даннаго треугольника проведите параллель- 

ныя противолежащимь бокамъ и имЪфйте въ виду предложе- 
не 4-е). 

1. Сумма перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ какой нибудь 
точки основан!я равнобедреннаго треугольника на противулежа- 
ще бока, равна перпендикуляру, опущенному изъ одного конца, 
основаня на противулежащи бокъ. 

(Проведите черезъ данную точку основанля параллельную къ 
одному изъ равныхъ боковъ; такимъ образомъ на перпендику- 
ляр$, который долженъ составить сумму, отрфжется одинъ изъ 
перпендикуляровъ, долженствующий быть слагаемымъ; а, на осно- 
ван!и предложеня 2-го, заключите о равенств$ другого отрфзка 
и втораго перпендикуляра). 

8. Сумма перпендикуляровъ, опущенныхь изъ какой нибудь 
точки, взятой внутри правильнаго треугольника, на бока, равна 
высот$ этого треугольника. 



(Черезъ данную точку проведите параллельную основаню 
треугольника; получите равнобедренный треугольникъ, вЪ кото- 
рому примфните предъидущее предложене. Изъ равенства тре- 
угольниковъ найдется, что перпендикуляръ этого равнобедрен- 
наго треугольника, проведенный изъ конца основаня на противу- 
лежапий бокъ, равенъ высот этого треугольника, и проч.). 

9. Прямыя, проведенныя черезъ произвольную точку осно- 
ваня  равнобедреннаго треугольника параллельно остальнымъ 
двумъ бокамъ, образуютъ параллелограмиъ съ постояннымъ пери- 
метромъ. 

10. Хорда треугольника, проведенная черезъ середину его 
высоты параллельно основаню, раздфлить друге два бока по- 

поламъ и равна половинф основавя. 

11. Хорда треугольника параллельна основаню, если она 
соединяетъ середины остальныхъ двухъ боковъ или середины вы- 
соты и одного бока. 

12. Хорда треугольника, проведенная параллельно одному 
изъ его боковъ черезъ точку, дфлящую другой бокъ на рав- 
ныя части, раздфлить тремй бокъ на равныя части; обратное. 

13. Найти мфето точекъ серединъ прямыхъ, идущихь отъ 

данной точки къ различнымъ точкамъ данной прямой. 

14. Если въ прямоугольномъ треугольникЪ одинъ изъ ост- 
рыхъ угловъ вдвое болфе другого, то ипотенуза вдвое болЪе мень- 
шаго катета; обратное. 

15. Если ва бокахъ квадрата отложить отъ вершинъ, въ 
одномъ направленш, равныя части, то полученныя точки соста- 
вятъ вершины новаго квадрата. 

16. Всякая хорда параллелограмма, проходящая черезъ точку 
пересфченя д1агоналей, въ этой точкЪ дфлится пополамъ, и она 
раздфляетъ параллелограммъ на два равном рные четверосторонника. 

17. Равнодфляшия двухъ внфшнихъ угловъ, происшедшихъ 
отъ продолженя двухъ смежныхъ боковъ какого нибудь много- 

угольника, въ одномъ направлени, образуютъ углы, изъ кото- 
рыхъ одинъ равенъ полусумм$ этихъ визшнихъ угловъ, а дру- 
гой — полусуммЪ угловъ многоугольника, черезъ вершины кото- 
рыхъ проходатъ равнодЪляиля. 

18. Четвероугольникъ будетъ параллелограммъ, если его про- 
тивоположные углы попарно равны между собою. 

19. ДЛагонали параллелограмма ве равны между собою. 
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20. Если длатонали четвероугольника взаимно дфлятся попо- 
Ламъ, то такой четвероугольникъ — параллелограммъ. 

21. Равнодфлящая уголъ параллелограмма, а также прямо- 
угольника не совпадаетъ съ д1агональю. 

22. Равнодфляшля смежные углы параллелограмма взаимно- 
нерпендикулярны. 

23. Во всякомъ параллелограммЪ, равнодфлянйя его углы 
образуютъ прямоугольникъ, котораго противоположныя вершины 
лежатъ на прямыхъ, параллельныхь сторонамъ параллелограмма; 
а длагонали, порознь, равны разности смежныхъ боковъ парал- 
лелограмма. 

24. Прямыя, соединяюцщия послфдовательно середины боковъ 

четверосторонника, образуютъ параллелограммъ. 
25. Равнодфлящ1я углы какого нибудь четыреугольника со- 

ставляютъ четыреугольникъ, въ которомъ противолежащие углы 
взаимно-дополнительны до двухъ прямыхъ. 

26. Въ равнобочной зрапещши (такъ называется трапеця, 
ВЪ Которой непараллельные бока равны между в060ю) каждое 
основан!е составляетъ равные углы еъ непараллельными боками. 

Вопросы. 

1. Черезъ точку, данную внутри угла, провести прямую 
до пересфченя съ боками угла такъ, чтобы данная точка со- 
ставляла середину этой прямой. 

2. Найти тажую точку внутри треугольника, чтобы хорда, 
проведенная черезъ нее параллельно основано треугольника, 
отр$зала на остальныхъ бокахъ тмия части, прилежащя къ 
этому основаншо, которыхъ сумма была бы равна упомянутой 
хорд. 

(Искомая точка есть перес$чене равнодфлящихь углы при 
основани треугольника). 

3. Черезъ точку, данную внутри угла, когораго вершина 
не помфщается на бумаг, провееть прямую, которой продолжене 
прошло бы черезъ эту вершину. 

(Имфйте въ виду, что высоты треугольника пересфкаются 
ВЪ ОДНОЙ ТОЧКФ). 

4. Провести хорду треугольника, параллельную основано и 
равную данной прямой. 

5. Найти уголъ правильнаго треугольника. 



6. Найти углы при основави равнобедреннаго треугольника, 
когда уголь при вершин равенъ 3/, прямаго угла. 

1. Найти суммы угловъ выпуклыхъ многоугольниковъ о пяти, 
шести и семи бокахъ. 

8. Вычиелить внфшв!Й уголъ правильнаго треугольника. 
9. Уголъ параллелограмма равенъ 0,37 прямаго; найти осталь- 

ные углы. 
10. Периметрь параллелограмма равенъ 140,65 фута, & 

разность двухъ смежныхъ боковъ равна 12,4; вычислить бока 
этого параллелограмма. 

11. Основаюмя трапеции извфетны, одно 13 ф. + 74 дюйма, 
другое 18 арш. — 4'/› вершка. Найти длину прямой, соединяю- 
щей середины непараллельныхъ боковъ. 

12. Половина длагонали прямоугольника равна 13,63 дюйм.; 
найти другую длатональ. 

НА ОТДЪЛЪ ТРЕТИЙ. 

Предложен1я. 

1. Въ четвероугольникВ, вписанномъ въ круг, противопо- 
‘ложные углы взаимно-дополнительны до двухъ прямыхъ. 

2. Четвероугольникъ можеть быть вписанъ въ вругф, если 
сумма его противоположныхь угловъ равна двумъ прямымъ. 

(Черезъ три вершины проведите окружность; положите, что. 
она не проходить черезъ четвертую вершину: основываясь на 
предъидущей теоремф, получится нелфпый выводъ). 

3. Сумиа противолежащихь боковъ четвероугольника, опи- 
саннаго около круга, равна суммф остальныхъ двухъ боковъ. 

4. Равнобочная трапещя (такъ называетсл трапещя, въ ко- 

торой непараллельные бока равны между собою) можетъ быть 
вписана въ круг$. 

5. Длагонали трапеци, вписанной вЪ круг, пересфкаются 
на лламетрЪ, проходящемъ черезъ точку пересфчен1я непараллель- 
ныхъ боковъ. Этоть даметръ перпендикуляренъ къ основаямъ 
трапещи. 

(Имя въ виду, что углы при основавяхъ равнобочной тра- 
пещи равны между собою, докажите, что точка пересфчетя д1а- 
тоналей, а также перес$чен!е непараллельныхъ боковъ находятся 



въ равныхъ разстоящяхъ отъ концовъ одного изъ оснований тра- 
пец1и). 

6. Во велкомъ вписанномъ многоугольникЪ, четнаго числа, 
боковъ, сумма угловъ на мфетахъ нечетныхъ равна суми® угловъ 
ва мфетахъ четныхъ. (Разбейте многоугольникъ изъ одной вер- 

шины на четвероугольники). 
1. Если черезъ одну изъ точекъ пересфченя двухъ окруж- 

ностей проведутся дламегры, то линмя, соединяющая ихъ концы, 
пройдетъ черезъ другую точку перес$ченя круговъ. 

8. Если черезъ одну изъ точекъ пересЪчен!я двухъ окруж- 
ностей провесть прямую, параллельную лини центровъ, то сумма 
хордъ, полученныхъ на этой прямой, равна удвоенному разстоя- 
ню между центрами. 

9. Лламетръ окружности, вписанной въ прямоугольномъ тре- 
угольник$, равенъ избытку суммы катетовъ надъ ипотенузою. 

10. Если черезъ точку касамя двухъ круговъ провесть дв% 
сфкушя, то хорды, соединяюлия концы этихъ сфкущихъ вт каж- 

домъ круг, параллельны между собою. (Проведите касательную 

черезъ точку касамя круговъ). 
11. Если черезъ точку Р, взятую вн или внутри круга, 

провесть сФкушия въ произвольномъ числЪ, то середины получен- 
ныхъ такимъ образомъ хордъ будутъ лежать на окружности, ко- 
торой даметръ равенъ лини, соединяющей точку Р съ цент- 
ромъ даннаго круга. 

12 Для двухъ окружностей, не имфющихъ общихъ точекъ, 

наибольшая и наименьшая изъ лиюй, соединяющихъ точки одной 
окружноети съ точками другой, будетъ та, которая проходитъ 
черезъ центры. 

13. Основанля перпендикуляровъ, опущенныхь изъ какой 

нибудь точки окружности на бока вписаннаго треугольника, на- 
ходятел на прямой линии. 

Вопросы. 

1. Раздфлить пополамъ уголъ, которато вершива не пом$- 

щаетея на бумагф$. 
2. Въ давномъ угл вписать окружность даннымъ радтусомъ. 
3. Черезъ точку, данную вн двухЪ параллельныхъ, про- 

вести прямыя такъ, чтобы части ихЪъ, заключающияея между 
этими параллельными, были равны, каждал, данной прямой. 
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4. Черезъ двф точки, данныя на окружности, провесть двъ 
параллельныя хорды, которыхъ сумма равна данной прямой. 

5. Построить треугольникъ, зная его основане, высоту и 
уголъ противъ основанл. 

‘6. Построить треугольникъ, зная основане, сумму осталь- 
ныхъ двухъ боковъ и одинъ изъ угловъ при основании. 

7. Построить треугольникъ, зная основане, разность осталь- 
ныхъ двухъ боковъ и уголъ при основани. 

8. Построить треугольникъ, зная уголъ при основан, вы- 
воту и периметръ. 

9. Построить треугольникъ, зная основаше, противолежащий 
ему уголъ и сумму остальныхь боковъ. 

10. Построить треугольникъ, зная основан1е, противолежа- 
щЙ ему уголъ и разность остальныхъ боковъ. 

11. Построить треугольникъ, зная основан!е, уголъ при вер- 
шинф и кругъ вписанный въ треугольник%. 

12. Черезъ точку данную вн круга, провееть сЪкущую 
такъ, чтобы получить хорду, равную данной длин$. 

13. Въ данномъ кругБ провесть хорду данной длины, ко- 
торая дфлилась бы пополамъ другою данною хордою. 

14. Описать окружность, касательную къ данной окружности 
и данной прямой, въ назначенной на ней точк$. 

15. Описать окружность, касательную къ данной прямой 
п къ окружности въ назначенной на ней точкЗ. 

16. Построить треугольникъ по двумъ угламъ и периметру. 
17. Построить параллелограмиъ по двумъ длаговалямъ и 

одному боку. 
18. Построить трапецио по даннымъ ел бокамъ. 
19. Описать окружность, которая отрфзала бы отъ двухъ 

параллельныхъ лин!й хорды, равныя ДаннымЪъ длинамъ. 
20. Даны окружность и прямал линя; найти такую точку 

на этой прямой, чтобы окружность, описанная изъ нел, какъ 
центра, радтусомъ, равнымъ данной длин, была касательною къ 
данному кругу. 

21. Описать окружность, проходящую черезъ двЪ данныя 
точки и пересфкающую данный кругъ такъ, чтобы общая хорда 
была параллельна данному направлению. 

22. Найти геометрическое м$сто точекъ равно-удаленныхъ 
отъ данной окружности. 
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23. Найти теометрическое мфсто серединъ равныхъ хордъ 
данной окружности. 

24. Изъ вефхъ прямыхъ, проходящихъ черезь точку пере- 
сЗчентя двухъ окружностей и ограниченныхь этими окружностями 
найти наибольшую. 

25. Описать окружность даннымъ радйусомъ, которая про- 
шла бы черезъ двф данныя точки. 

26. Описать окружность даннымъ рад1усомъ, которая про- 
шла бы черезъ данную точку, и центръ которой находился бы 
или на данной прямой, или на данной окружности. 

21. Описать окружность, которая прошла бы черезъ двЪ 
данныя точки, и которой центръ находился бы на данной прямой 

или на данной окружности. 

28. Описать окружность даннымъ рад1усомъ, которая про- 
шла бы черезъ данную точку и касалась данной прямой, или 
окружности. 

29. Описать окружность даннымъ радлусомъ, которой центръ 
находился бы на данной прямой, и которая касалаеь бы или 
другой данной прямой, или данной окружности. 

30. Описать окружность давнымъ рад!усомъ, которой центръ 
находилея бы на данной окружности, и которая касалась бы 
данной прямой, или данной окружчости. 

31. Описать окружность даннымъ радусомъ и касательную 
КЪ двумъ даннымъ окружностямъ. 

32. Описать окружность даннымъ рад1усомъ и касательную 
къ данной прямой и данной окружности. 

33. Описать окружность даннымь рад1усомъ и касательную 
къ Двумъ даннымъ окружностямъ. 

34. Описать окружность, проходящую черезъ данную точку 
и касательную къ прямой въ данной на ней точк$. 

35. Описать окружность, проходящую черезъ данную точку 
и касательную къ окружности въ данной на ней точк$. 

36. Описать окружность, касательную кЪ ДВУМЪ Даннымъ 
прямымъ и одной изъ нихъ въ данной точкф. 

37. Къ окружности провести касательную, составляющую 
данный уголъ съ данною прямою. 

38. Описать окружность, касательную ЕЪ ДВуМЪ ДАаннымъЪ 
окружностямъь и притомъ одной изъ нихъ въ данной точЕФ. 

39. Построить треугольникъ, зная его углы и высоту. 
40. Построить прямоугольниеЪ, зная его сторону и датональ. 



Зе 

41]. Построить прямоугольникъ, зная его сторону и уголъ. 
между длагоналями. 

42. Построить ромбъ по двумъ его длагоналямъ. 
43. Построить ромбъ, зная его сторону и уголь. 
44. Построить ромбъ, зная его сторону и длатональ. 
45. Построить квадратъ, когда извфетна его длагональ. 

46. Уголъ, вписанный вЪ окружности, равенъ 0,37 прямаго; 
найти центральный уголъ, соотвфтетвующий дуг$, заключающейся 
между боками этого угла. 

41. Найти уголъ, составленный хордою и касательною, зная 
центральный уголъ 0,59 прямаго, соотвфтетвующий дуг$, заклю- 
чающейся между боками перваго угла. 

48. Разетоян!е между центрами двухъ круговъ равно 5,4 
дюйма, радувы этихъ круговъ равны 9,2 дюйма и 6,8 дюйма. 

Опредфлить положене круговъ, т. е. будутъ ли они перее$каться, 
касаться или не имфютъ общихъ точекъ, 

49. Радлусь одного вруга равенъ 5 вершкамъ, другаго 8 
дюймамъ, а разстояве между ихъ центрами равно 15 дюймамъ. 
Опред$лить положене одного круга относительно другато. 

50. Опредфлить положене круговъ, зная, что разстояще ме- 
жду ихъ центрами равно 14,7, больший рамусъ равенъ 10,9, а 
менышй — 3,5. 

51. Дламетръ меньшаго круга равенъ 12,4 вершк., разстояне 
между центромъ этого круга и центромъ другого большаго круга 
равно 1 фут.--2,4 дюйма. Найти, каюмя величины можно задать 
для радлуса большаго круга, чтобы въ вемъ заключался меньшй 
кругъ. 

НА ОТДЪЛЫ ЧЕТВЕРТЫЙ, ПЯТЫЙ И ШЕСТОЙ. 

Предложения. 

1. Треугольникъ, коего вершины суть середины боковъ дан- 
наго треугольника, подобенъ этому послфднему. 

2. Средняя пропорщональная двухъ неравныхъ лив!Й всегда 

меньше средней ариеметической тфхъ же линй. 
3. Во всякой трапеци середины основанй, точка встрёчи 

пепараллельныхъ боковъ и пересфчене д1агоналей лежатъ на одной 

нрямой. 

4. Если черезъ какую нибуль данную точку М провесть 
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хорду въ окружности, то произведене отр®зковъ этой хорды равно 

произведеню наибольшаго и наименьшаго разстояний точки М до 

окружности. 

5. Линш, соединяюцщия середины боковъ треугольника съ 

противолежащими вершинами, пересВкаютсл въ одной точкф. 

6. Во всякомъ писанномъ четверосторонникв произведение 

длатоналей равно суммы произведенй противолежащихъ боковъ. 

1. Отъ воединеня среднихъ смежныхь боковъ всякаго чет- 

веросторонника получается параллелограммъ. 

8. Во всякомъ параллелограммЪ сумма квадратовъ вофхъ 0о- 

ковъ равна сумм квадратовъ длагоналей. 

9. Во велкомъ четвероугольникв сумма квадратовъ вефхъ 
боковъ равна сумм квадратовъ длатоналей, вмфетф съ учет- 

вереннымъ квадратоузъ лини, соединяющей середины длаго- 

налей. 

Вопросы. 

1. Раздфлить треугольникъ на два равномфрные треугольника 
прямою, проходящею черезъ вершину. 

2. Раздфлить треугольникъ на двф равномфрныя части пря- 
мою, проходящею черезъ точку, взятую на сторон даннаго тре- 
угольника. 

3. Раздфлить треугольникъ на 7% равномфрныхъ треугольни- 
ковъ прямыми, проходящими черезъ вершину. 

4. Раздфлить треугольникъ на три треугольника, пропорц!о- 
‘нальные числамъ а, 6 и с, прямыми, проходящими черезъ вер- 
шину треугольнида. 

5. Построить гравнобедренный треугольникъ, равномфрный 
данному и имзющй съ послёднимъь общее основаше и общую 

высогу. 
6. Построить квадратъ, равномфрный сумм или разности 

двухъ данныхъ квадратовъ. 
*. На данной прямой построить прямоугольникъ, равномфрный 

данному ипрлмоугольнику. 
5. Данную прямую раздфлить на части, пропорщюональныя 

даннымъ квадратамъ. 
9. Построить квадратъ, который относилея бы къ данному 

звадрату, какъ данныя прямыя 7:7. 
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10. Построить многоугольникъ, подобный данному многоуголь- 

нику, знал отношене сходетвенныхъ боковъ. 
11. Построить прямоугольникъ, равномф$рный данному ква- 

драту, когда извфетны: 1) сумма и 2) разность его измфренй. 
12. Описать окружность, проходящую черезъ двф данныя 

точки и касательную къ данной прямой. 

13. Даны дв окружности; провести къ нимъ общую каса- 
тельную. 

14. На данной прямой построить правильные многоугольники 
о трехъ, шести, двфнадцати сторонахъ. 

15. На данной прямой построить правильные многоугольники 
о четырехъ, восьми, шестнадцати,... сторонахъ. 

16. На данной прямой построить правильный десятиуголь- 
НИКЪ. 

17. На данной прямой построить правильный пятиугольникъ. 
18. На данной прямой построить уголъ въ 36°, 12° и 1445. 
19. Даны два подобные треугольника, построить треуголь- 

ниКЪ, имъ подобный и равном рный ихъ сумм или разности. 
20. Даны два подобные многоугольника; построить много- 

угольникъ, имъ подобный и равномфрный ихъ суммЪ или раз- 
ности. 

Численныя задачи, 

1. Къ боку треугольника, длиною въ 4,6 дюйма проведена 
параллельная хорда, дфлящая одинъ изъ остальныхъ двухъ боковъ 
на части, пропорщональныя числамъ 7 и 4; найти длину этой 
хорды и опредфлить, какую часть она отр$зываетъь отъ площади 
даннатго треугольника. 

2. Два бока треугольника извфетны, 17 дюймовъ и 111/. 
дюймовъ: на третьемъ боку найти точку, по соединени которой 
съ вершиною противолежащаго угла, этотъ послфдвай раздфлился 
бы пополамъ. 

3. Хорда, параллельная одному изъ катетовъ, равна 17'/. 
дюймамъ; причемъ она дфлитъь другой катетъь на части, пропор- 

ц1ональныя числамъ 2 и 3; вычислить первый катетъ. 
4. Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ вершины прямаго 

угла на ипотенузу, равна 7 дюймамъ, длина ипотенузы равна 
1 фут. + 5'/, дюймамъ; найти отрфзки ипотенузы. 

5. Перпевдикуляръ, опущенный изъ вершины прямаго угла 
на ипотенузу, даетъ два отрфзка, одинъ въ 11 дюймовъ, дру- 
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той въ 4 дюйма. Вычислить оба катета этого треугольника, съ 
точностью до 0,1 дюйма. 

6. Радлуеъ круга равенъ 9 дюймамъ; найти длину хорды, 
перпендикулярной къ д1аметру и отетоящей отъ центра на 2,4. 
дюйма. 

1. Длина хорды равна 3 вершк., изъ середины ея возста- 
вленъ къ ней перпендикуляръ, отр$фзокъ его между хордою и 
дугою равенъ 4,7 вершка; найти д1аметръ. 

8. Въ кругЪ пересфкаются двЪ хорды, отрфзки одной суть 

1 дюймовъ и 3 дюйма, а одинъ изъ отрфзковъ другой хорды 
равенъ 9 дюймамъ; найти другой отр$зокъ этой хорды. 

9. Найти хорду круга, отетолщую отъ центра на 6 дюй- 
мовъ, когда рад1усъ этого круга равенъ 11,7 дюйма. 

10. Изъ точки, взятой вн круга, проведена касательная 
длиною въ 7 вершковъ и сфкущая, которой часть, завлючаю- 
щаяея въ кругф, равна 5 вершкамъ; найти длину сфкущей и 
вифшняго ея отр$зка. 

11. Изъ точки, взятой вн круга, проведена касательная 
длиною въ 7 вершковъ. Найти разетояня этой точки до окруж- 
ности, когда радлусъ круга равенъ 4 дюймамъ. 

12. Изъ точки, взятой внЪ круга, проведена касательная; 
длина касательной равна 12 вершкамъ; наибольшее разетояне 
отъ точки и до окружности равно 18 вершк.; найти дламетръ. 
окружности и наименьшее разстояме до нея. 

13. Въ равнобедренномъ прямоугольномъ треугольникВ ипо- 
тенуза равна 6 дюймамъ; найти катеты. 

14. Ипотенуза треугольника равна 4,1 дюйма, одинъ изъ. 
катетовъ равенъ °5/’ дюйма; найти другой катетъ. 

15 Большй отрфзокъ прямой, раздфленной въ крайнемъ и 
среднемъ отношении, равенъ 10; найти длину прямой. 

16. Извфетны основате 12 и высота 4 въ прямоугольник$; 
найти дЛаговаль этого прямоугольника. 

1%. ИзвЪфетны бока четвероугольника, именно 177, 15, 10, 4 
дюйма; найти бока подобнато ему многоугольника, когда извЪф- 
стенъ его периметръь 9,4 дюйма. 

18. Общая хорда двухъ пересфкающихея круговъ равна 4 

дюймамъ, радлусъ одного круга равенъ 7 дюймамъ, радлусъ дру- 
таго круга—3 дюймамъ; найти разстоян!е между центрами. 

19. Ллощадь треугольника равна 1 квадр. футу, основан!е 
его равно 9 дюймамъ; найти высоту этого треугольника. 
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90. Вычислить площадь трапещи, которой большее основа- 
н1е равно 4 дюймамъ, меньшее — 2'/, дюймамъ, а высота — 5 
Дюймамъ. 

21. Отношене ‘основамя прямоугольника къ его высотЪ 
равно 7/, илощадь прямоугольника равна одной десятив$. Найти 
основан1е и высоту прямоугольника. 

22. Лва треугольника подобны; сторона одного равна 14,7 
верше., другого—сходетвенная первой—',9 дюйма. Найти, во 

сколько разъ площадь одного треугольника меньше площади дру- 
гаго треугольника. 

23. Два многоугольника подобны, сторона одного въ 3 раза 
меньше. сходственной ей стороны въ другомъ; во сколько разъ 
периметръ и площадь перваго многоугольника меньше периметра 
и площади другого многоугольника. 

24. Вычислить площадь правильнаго треугольника, зная его 
сторону. 

25. Вычислить площадь правильнаго шестиугольника въ за- 
висимости отъ его стороны. Тоже и для правильнаго двфнадцати- 
угольника. 

26. Вычислить площадь правильнаго восьмиугольника ВЪ за- 
висимости его стороны. 

27. Вычислить площадь правильнаго десятиугольника въ за- 
висимости его стороны. 

28. По данной площади правильнаго многоугольника о 3, 
6, 12, 5 и 10 сторонахъ найти бокъ каждаго изъ нихъ. 

29. Стороны двухъ правильныхъ треугольниковъ равны 
21,4 ф. и 14,3 ф. Вычислить бокъ третьяго правильнаго тре- 
угольника, равнонфрнаго сумм двухъ данныхъ, не отыскивая 
ихъ площадей. 

30. Р»Ьшить тотъ же вопросъ для правильныхъ шестиуголь- 
НИЕОВЪ. 

31. Радусы двухъ круговъ извфстны, 17 вершк. и 4 вершка. 
Узнать, во сколько разъ окружность и площадь перваго круга 
больше окружности и площади другаго круга. 

32. Найти величину градуса окружности, которой дламетрь=2 
дюймамЪъ. 

38. Центральный уголъ равенъ 23° 15’, радлусъ равенъ 1 
вершку; найти площадь сектора. 

34. Между боками угла описаны дуги, принимая вершину 
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з& центръ, а за радусы длины 7,4 вершка и 3,5 вершка; 
узнать, во сколько разъ одна дуга больше другой. 

35. Бокъ квадрата, описаннаго около круга, равенъ 4,1 
дюйма; найти длину окружности. 

36. Бокъ квадрата, вписаннаго въ круг, равенъ 7 верш- 
камъ; вычислить площадь круга. 

37. Бокъ треугольника, вписаннато въ круг, равенъ 6 
вершкамъ. Вычислить длину окружности и площадь круга. 

38. Площадь шеетисторонника, вписаннато въ Евруг%, равна, 
12,4 кв. дюймамъ. Узнать разность между площадью этого круга 
и площадью многоугольника. 

39. Радусъ круга равенъ 3 дюймамъ; во сколько разъ на- 
добно увеличить этотъ рад1усъ, чтобы площадь круга увеличи- 
лась вЪ 225 разъ. 

40. Найти окружность круга, если бокъ вписаннаго въ немъ 
правильнаго десятиугольника равенъ 4'/, дюймамъ. 

41. Площадь круга равна 345,64 кв. дюйхамъ; найти цен- 

тральный уголъ, соотвфтетвующий дугф длиною вЪ 3 дюйма. 

42. Окружности двухъ круговъ пропорщональны числамъ 8 
и 4; по извфетной площади большаго круга, 1000 кв. дюймовъ, 
найти площадь другого круга. 

43. Радуеы двухъ подобныхъ секторовъ пропорцональны 
числамъ 1'/. и 4,2; зная площадь меньшаго сектора 46 кв. 
дюймовъ, найти площадь большаго сектора. 

44. Лугз 15° 25’ 40” соотвфтетвуеть секторъ, котораго 
площадь равна 100 кв. дюймамъ; найти площадь сектора того 

же круга при дуг въ 100°. 
45. Сравнивая площади двухъ правильныхъ полигоновъ оди- 

наковаго числа боковъ, нашли, что одна площадь втрое больше 
другой; узнать, во сколько разъ бокъ перваго полигона больше 
бока втораго полигона. 

46. Два правильные полигона подобны, площадь одного 

изъ нихъ составляетъ половину другой площади; узнать, какую 
часть составляетъь дламетръ круга, описаннато около перваго по- 
лигона, отъ дЛламетра круга, описаннаго около втораго полигона. 

47. Вычислить бокъ правильнаго треугольника, описаннаго 
около вруга, котораго дламетръ равенъ 5 футамъ. 

48. Вычислить бокъ правильнаго многоугольника, описан- 
наго около круга, зная, что бокъ правильнаго вписаннаго тре- 
утольника равенъ 8 арш. -Е 15'/, вершкамъ. 

22 
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49. Вычислить число градусовъ, заключающихея въ дуг%, 
которой длина равна рад1усу. 

50. Вычиелить число градусовъ дуги, которой длина равна 
17 дюймовъ, при радуеф 12 дюймовъ. 

51. Найти радлуеъ такото круга, въ которомъ дуга въ 14° 
12’ была бы равна 18 дюймамъ. 

52. Радлусъ одного круга 10 ф., другого 2 арш.-Е9 верм. 
и третьяго 14'/, ф. Вычислить радлусъ четвертаго круга, рав- 
номфрнаго сумм$ трехъ данныхъ, не вычисляя площадей. 

53. Радуеы концентрическихъ круговъ равны 10-ти и 6-ти 
фут. Вычиелить площадь кольца между данными окружностями. 

54. Рад1усы двухъ концентрических круговъ разнятся на 
2 ф., а площадь кольца, образуемато ими, равна 4 квад. саж. 
Вычиелить рад1усы. 

55. Площадь круга и площадь вписаннаго въ немъ пра- 
вильнаго треугольника составляютъ вифет® 15 кв. ф. Вычислить 
площади круга и треугольника. 

56. Вычислить площадь сегмента, заключающуюся между 
дугою въ 60° и ея хордою, зная, что сегментъ принадлежитъ 
кругу, котораго радлусъ равенъ 3 сажнямъ. 

НА ОТДЪЛЫ ВОСЬМОЙ И ДЕВЯТЫЙ. 

Численныя задачи. 

1. Вычислить поверхность правильной шестисторонней пи- 
рамиды, зная, что бокъ основаня равевъ 3 дюймамъ, а боковое 
ребро равно 10 дюймамъ. 

2. Полная поверхность прямоугольнаго параллелипипеда, равна 
85 кв. дюймамъ; изъ трехъ реберъ, составляющихъь трегран- 
ный уголъ, одно равно 2 дюймамъ, а другое вдвое больше 

третьяго. Найти площадь каждой грани. 
3. Полная поверхвость прямоугольнаго параллелипипеда равна 

142 кв. дюймамъ, а высота его равна '7 дюймамъ; вычислить 

площадь основаня, зная, что одинъ бокъ его вдвое больше 
другаго. 

4. Объемъ прямоугольнаго параллелипипеда равенъ 376 ку- 
бичнымъ дюймамъ; его три смежныя ребра пропорщовальны чи- 
сламъ 2, 3, 4. Вычислить поверхность этого параллелипипеда. 
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5. Найти ребро куба, равномфрнаго сумуф трехъ кубовъ, 
которыхъ ребра послфдовательно равны |1, 2 и 3З-мъ дюймамъ. 

6. Въ круг, котораго даметрь равенъ 12-ти дюймамъ, 
вписанъ равносторонний треугольннкъ. Найти объемъ пирамиды, 
которой основане равно этому треугольнику, а высота равна 
1 футу. 

7. Высота пирамиды равна 1 арш.--2 дюйма, а основание 
вл — квадралъ, котораго бокъ равенъ 2 футамъ; вычислить объ- 
емъ этой пирамиды. 

8. Дана пирамида, которой вершина находится въ точк$ 5, 
а основан!е есть многоугольникъ АВСШ...; пирамида эта раз- 
сВчена плоскостью афс@... параллельно основанио, причемъ ии- 
ранида 5004 .. составляетъ двфнадцатую часть веей пирамиды. 

Узнать, какую часть ребро За составляетъ отъ ребра 54, съ 
точностью до 0,1. 

9. ИзвЪстны объемъ цилиндра и его боковая поверхность; 
найти основане и высоту цилиндра. 

10. Высота цилиплра равна 9 дюймамъ; вычислить рад1усъ 
основаня съ точностью До '/›, зная, что полная поверхность 
этого цилиндра равна | квадр. аршину. 

11. Отъ обращеня прямоугольника около его основаня по- 
лучилея цилиндръ, котораго объемъ равенъ 5-ти куб. дюймамъ; 
а отъ обращен1я того же прямоугольника около другаго бока, 
получился объемъ въ 2 куб. вершка. Найти отношен!е основаня 
къ высотф прямоугольника. 

12. Объемъ прямаго конуса равенъ 1 куб. сажени, радлусъ 
основашя — 2 аршина; найти коническую поверхность (боковую), 
еъ точностью до лос. 

13. По извфетнымъ радтусамъ 10 футь и 6 футъ основа- 
нЙ усфченнаго конуса, найти радтусъ основамя цилиндра, рав- 
ноифрнаго этому усфченному конусу, когда у обоихъ тфлъ одна 
высота. 

14. Объемъ усфченнато конуса равенъ 5,7 куб. футамъ, 
высота его— 2,4 фута, даметръ нижняго основамя 1,5 фута; 
ВЫЧИСЛИТЬ ДО '/\ш Даметръ верхняго основания. 

15. Прямой` конусь, котораго высота равна 9 футаиъ, а 
рад1усъ основавя 5 футамъ, разебченъ плоскостью параллельно 
основаню на разстояни одного фута отъ вершины. Вычислить 
объемъ и боковую поверхность усфченнаго конуса съ точностью 

1 

22° ы 
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16. Производящая конуса равна 10 футамъ, площадь осно- 
ван!я равна 4 кв. фут. Вычислить площадь круговато свченля, 
отетоящаго на 1,4 фута отъ основания. 

17. Объемъ конуса равенъ 300 куб. дюйм., высота его 
равна 5 дюйм. На какомъ разстоями отъ вершины должно иро- 
вести плоскость, перпендикулярную къ оси, чтобы отофченный 
конусъ содержалъ 45 кубическихъ дюймовъ. 

18. Большой кругъ шара принятъ за основаюе цилиндра; 
найти отношен!е высоты этого цилиндра въ рад1усу шара съ 
тфиъ, чтобы боковая поверхность цилиндра составляла 7/ь час- 
тей половины шаровой поверхности. 

19. Вычислить земной рад1усъ въ метрахъ, съ точностью 
до 1 метра. 

20. Высота шароваго сегмента объ одномъ основани равна 
0,42 дюйма, рад1усъ этого основашя = 1,2 дюйма. Вычислить 
сегментную поверхность. 

21. Вычислить высоту тароваго сегмента, поверхность ко- 
тораго равномфрна большому кругу шара. 

22. Радусъ шара = 2 дюймамъ, сегментная высота = 1,2 
дюйма. Найти рад1усъ круга, равномфрнаго сегиентной поверх- 
ности. 

23. Радусь шара равенъ 10 дюймамъ; вычислить поверх- 
ность шароваго пояса, а также и основаюя его, которыя про- 
ведены по одну сторону центра шара въ разетоятяхъ отъ него 
4 и 5-ти дюймовъ. 

24. ИзвЪетенъ радусъ шара; желають построить конусъ, 
равномфрный этому шару, притомъ такой, чтобы выеота его со- 
ставляла половину рад1уса шара. Найти радлуеъ основания. 

25. ИзвЪфетна сегиентная поверхность 4 кв. дюйма и высота 
ея 0,7 дюйма. Вычислить объемъ шара: 

26. М5ры вфса въ зависимости отъ единицъ длины у насъ 

опред$лены, по ВысочлдйшеЕМУ ‘указу 1835 года 11 Октября, 

такимъ усломемъ: что кубическй дюймъ воды вфеить 368,361 
долю; а ведро опредфлено вфсомъ воды въ 30 фунтовъ; четве- 
рикз—вфеомъ воды въ 64 фунта *). Опредфлить объемы ведра 
и четверика. 

27. Если четверикъ имфетъ форму равнобочнаго цилиндра 

*) Числа эти надобно имфть въ виду при рёшени иосл$дующихъ задачъ. 
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(высота, = дламетру основаня), то какъ велика высота этого ци- 
линдра. 

28. Если гарнецъ имфетъ форму цилиндра, котораго высота 
равна '/; аршина, то какъ великъ дламетръ основания. 

29. Опредфлить ребро куба, котораго объемъ равенъ гарнцу. 
30. Ведро имЗетъ форму цилиндра, котораго высота равна 

10'/, дюйма; вычислить даметръ основавя съ точностью до ло 
дюйма. 

31. Вычислить съ точностью до '/ю дюйма ребро чугуннаго 
куба, вфсомъ въ | фунтъ, когда извфетно, что удфльный вЪеъ 

чугуна равенъ 7-ми (т. е. при равныхъ объемахъ чугуна и воды, 
вфеъ перваго въ 7 разъ больше вфеа воды). 

32. Вычислить, вфрно до /›, даметръ чугуннаго шара вф- 
сомъ въ 1 фунтъ, когда удфльный вфеъ чугуна равенъ "-ми. 

33. Опредфлить количество ведеръ воды, вифщающейся въ 
чанф, готораго высота = 2 арш., даметръ нижняго основа- 
шя == 1'/, арш., Даметръ верхяяго основания = 1'/› аршина. 

34. Сколько бочекъ воды вмфщается въ колодцф, котораго 
основан!е равно 4 квадр. аршинамъ, а глубина воды — одна 

сажень. 
35. Въ примфръ дфлимости тЪлъ приводлтъ, что червонецъ 

можно вытянуть въ листъ, котораго площадь равна 2000 квадр. 
дюймамъ. Вычиелить толстоту листа, полагая, что червонецъ в$- 
ситъ | золотникъ 12 долей, а удфльный вЪсъ золота равенъ 
19-ти. 

36. Вычислить д1аметръ платиновой проволоки, длиною въ 
300 саженъ, а вЪсомъ въ одинъ золотник. Извфетно, что уд®ль- 
ный вЪсЪ платины равенъ 22. 

37. Высота Алексанхровской колонны въ С.-Петербург (ци- 
линдрической формы) равна 34 футамъ, д1аметръ ея 14 футовъ, 
удфльный вфсъ гранита равенъ 2,716. Вычислить вфеъ этой 
колонны. 

38. Опредфлить поверхность жаркаго пояса, знал, что тро- 
пики имфютъ географическую широту 23°27'30”, а градусъ эква- 
тора равенъ 104,3388 версты. 

39. Конусъ изъ дуба погруженъ въ спиртъ вершиною внизъ. 
Найти, какая часть высоты конуса находится въ жидкости, если 
удфльный вфеъ дуба равенъ 0,65, а спирта 0,890. 
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Взамфнъ $8 501—504. 

Обземы двужь тетраэдровь, имъющихь равномтрныя ос- 
новашя и равныя высоты, равны между собою (фиг. 280 
й 253]). 

Пусть въ теграздрахъь 5АВС и $а6с основамя АВС и абс 
равномёрны и высоты ©О и $0 равны между собою; надобно 
доказать, что теграэдры равномфрны. Положимъ, что тетраэдры 
неравном$ рны, и пусть 5.АВС больше тетраэдра забс. Разность 
между объемами этихъ тетраэдровъ будетъ нЪкоторый объемъ, 

Фиг. 280-я. Фиг, 281-я. 

его можно обратить въ призму, которой основание равно тре- 
угольнику АВС, а высота — частному отъ раздфлешя объема 
этой разности на площадь основашя АВС; положимъ, что ОУ 

равна этой высот$. И такъ, полагаем ЗАВС-—за6с=АВСЖХ ОУ. 

Раздфлимь высоты ЗО и 50 на одинаковое чиело равныхъ чя- 
стей, но такихъ, которыя меньше лини ОУ; при такомъ усло- 
в1и, 00 крайней мфрф, одна точка дфлешя Х придетел между 

точками Ои У. Черезъ точки дфлемя проведемъ плоскости, 

параллельныя основамямъ: велфдетве 8$ 481, заключаемъ, что 
сфчеше ДЁЕЁ= ае;, аНТ=ом, КЕМ =Ит. Черезъ точки 
Ви С вь шлоскостяхь АВЯ и А09 проведемъ прямыя ВМ№ 
и СГ параллельно Аб до пересфченя съ продолженными ОЕ 
и ОЕ, получимъ призму АВСОМ. Подобнымъ построенмемъ по- 
лучимъ призмы ОРЕР, @Н1ТО, ае/а, дма, Ытд; а для по- 
строемя призмы КЁМА, проведемъ черезъ вершину 5 плос- 
кость, параллельную основан!ю. 
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Мы уже замфтили, что с$чешя ДЕР и @6Г равномфрны; 
поэтому призмы ДЕЕР и аеа равном$рвы (8 499); по той же 
причин призмы ЯаНУО и да, КЕМЕ и Итд равномЪрны. 
Поэтому разность между суммою призмъ, описанныхь около тет- 
раэдра ЭАВС и вписанныхъ въ тетраэдр абс, равна призм% 
АВСМ. Озвачимъ сумму описанныхъ призмъ черезъ У, а сумму 
призмъ вписанвыхъ черезъ »; получимъ 

У» = АВС. ОХ, 

но АВС — 5а%с = АВС. ОУ. 

Сравнивая полученныя разности, находимъ, что уменьшаемое 
БАВС второй разноети меньше уменьшаемато первой разности, 
а вычитаемое забс второй разности больше вычитаемаго первой раз- 
ности; по этимъ двумъ причинамъ, вторая разность меньше первой, 

т. е. АВС.ОУ< АВС. ОХ; 

отсюда О0У< ОХ, 

что невЪрно; значитъ, невЪрно предположене будто бы тетраэдры 

неравномЪрны. 

КонеЦцЪ. 



Введен!е. 

ОтдЬлъ 

Отдваъ 

ОтдЪлъ 

ОтдЪлъ 

ОтдЪлъ 

ОтдЪлъ 

Отд ль 

ОтдВль 

Отд ль 

ОтдЖлъ 

СОДЕРЖАНИЕ. 

Три рода протяженй.— Прямая ливня. — 

Плоскость. — Предметь Геометри и ея 

раздЪлеше . 

Углы. — Перпендикулярныя и наклон- 

ныя.— Свойство угловъ, образуемыхъ двумя 

прямыми съ с$кущею. — Параллельныя 

ре: 

Прямолинейныя фигуры 

Круговая лин1я. — Вопросы 

Пропорщональность и подоб1е фигуръ. — 

Вопросы 

ИзиВрене и сравнене площадей прамо- 

линейныхъ фигуръ. — Вопросы 

Правильные МНОГОуГОлЬниЕИ.— Измфренше 

окружности и площади круга 

Линш въ пространствЪ и плоскости. — 

Двугранные и многогранные углы 

Многогранники 

. Круглыя тфла. 

Предложения и вопросы для упражнений 

55 

271 

309 

369 

443 

517 

Стр. 

102 

145 

163 

206 

237 

276 

323 

Прим%чан1е. Параграфы, отмфченные звфздочками (*), можно пропускать. 


